
Сюжетные задачи: кино, театр, мотки верёвки

1. За​да​ние 19 № 505541. Каждый из группы учащихся сходил в кино или в театр, при этом
возможно, что кто-то из них мог сходить и в кино, и в театр. Известно, что в театре мальчиков

было не более  от об​ще​го числа уча​щих​ся груп​пы, по​се​тив​ших театр, а в кино маль​чи​ков было

не более  от об​ще​го числа уча​щих​ся груп​пы, по​се​тив​ших кино.
 

а) Могло ли быть в группе 10 мальчиков, если дополнительно известно, что всего в группе
было 20 уча​щих​ся?

б) Какое наибольшее количество мальчиков могло быть в группе, если дополнительно извест‐
но, что всего в груп​пе было 20 уча​щих​ся?

в) Какую наименьшую долю могли составлять девочки от общего числа учащихся в группе
без до​пол​ни​тель​но​го усло​вия пунк​тов а) и б)?

Ре​ше​ние.
а) Если группа состоит из 4 мальчиков, посетивших только театр, 6 мальчиков, посетивших только кино, и 10 девочек,

схо​див​ших и в театр, и в кино, то усло​вие за​да​чи вы​пол​не​но. Зна​чит, в груп​пе из 20 уча​щих​ся могло быть 10 маль​чи​ков.
 

б) Предположим, что мальчиков было 11 или больше. Тогда девочек было 9 или меньше. Театр посетило не более 4

мальчиков, поскольку если бы их было 5 или больше, то доля мальчиков в театре была бы не меньше , что

боль​ше . Ана​ло​гич​но, кино по​се​ти​ло не более 6 маль​чи​ков, по​сколь​ку  но тогда хотя бы один маль​‐
чик не по​се​тил ни те​ат​ра, ни кино, что про​ти​во​ре​чит усло​вию.
 

В предыдущем пункте было показано, что в группе из 20 учащихся могло быть 10 мальчиков. Значит, наибольшее ко‐
ли​че​ство маль​чи​ков в груп​пе — 10.
 

в) Предположим, что некоторый мальчик сходил и в театр, и в кино. Если бы вместо него в группе присутствовало два
мальчика, один из которых посетил только театр, а другой — только кино, то доля мальчиков и в театре, и в кино осталась
бы прежней, а общая доля девочек стала бы меньше. Значит, для оценки наименьшей доли девочек в группе можно счи‐
тать, что каж​дый маль​чик схо​дил или толь​ко в театр, или толь​ко в кино.
 

Пусть в груп​пе  маль​чи​ков, по​се​тив​ших театр, мальчиков, посетивших кино, и  девочек. Оценим долю девочек
в этой группе. Будем считать, что все девочки ходили и в театр, и в кино, поскольку их доля в группе от этого не изменит‐
ся, а доля в те​ат​ре и в кино не умень​шит​ся.

Из усло​вия:

зна​чит,  Тогда , по​это​му доля де​во​чек в груп​пе:
 

 
Если группа состоит из 4 мальчиков, посетивших только театр, 6 мальчиков, посетивших только кино, и 9 девочек,

схо​див​ших и в театр, и в кино, то усло​вие за​да​чи вы​пол​не​но, а доля де​во​чек в груп​пе равна .
 

Ответ: а) да: б) 10; в) .
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2. За​да​ние 19 № 507655. Группу школьников нужно перевези из летнего лагеря одним из двух
способов: либо двумя автобусами типа А за несколько рейсов, либо тремя автобусами типа В за
несколько рейсов, причем в этом случае число рейсов каждого автобуса типа В будет на один
меньше, чем рейсов каждого автобуса типа А. В каждом из случаев автобусы заполняются пол​‐
но​стью.

Какое максимальное количество школьников можно перевезти при указанных условиях, если
в ав​то​бус типа В вхо​дит на 7 че​ло​век мень​ше, чем в ав​то​бус типа А?

Ре​ше​ние.
Тип А: 2 ав​то​бу​са; n − рей​сов каж​дый; m + 7 − че​ло​век в ав​то​бу​се
Тип В: 3 ав​то​бу​са; n − 1 − рейс; m − че​ло​век

 

 
 

Сле​до​ва​тель​но надо найти де​ли​те​ли 42: 
Если  то по​лу​ча​ем  а всего школь​ни​ков 504.
Если  то школь​ни​ков 420;
Если  то школь​ни​ков 420;
Если  то школь​ни​ков 504;
Если  то школь​ни​ков 540;
Если  то школь​ни​ков 816;
Если  то школь​ни​ков 1980.

 
Ответ: 1980.

3. За​да​ние 19 № 507892. Красный карандаш стоит 17 рублей, синий — 13 рублей. Нужно ку‐
пить карандаши, имея всего 495 рублей и соблюдая дополнительное условие: число синих каран‐
да​шей не долж​но от​ли​чать​ся от числа крас​ных ка​ран​да​шей боль​ше чем на пять.

а) Можно ли ку​пить при таких усло​ви​ях 32 ка​ран​да​ша?
б) Можно ли ку​пить при таких усло​ви​ях 35 ка​ран​да​шей?
в) Какое наи​боль​шее число ка​ран​да​шей можно ку​пить при таких усло​ви​ях?
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Ре​ше​ние.
а) На​при​мер, можно ку​пить 14 крас​ных и 18 синих ка​ран​да​шей:

 
14 · 17 + 18 · 13 = 472 (руб.).

 
б) Дешевле всего 35 карандашей будут стоить, если купить наибольшее возможное число синих карандашей и наи‐

меньшее возможное число красных, то есть если купить 15 красных и 20 синих, поскольку если красных меньше 15, то
синих боль​ше 20, и в этом слу​чае раз​ность между чис​лом крас​ных и синих боль​ше чем 5. Но тогда сто​и​мость по​куп​ки
 

15 · 17 + 20 · 13 = 515 (руб.),
 

что боль​ше, чем име​ю​ща​я​ся сумма 495 руб​лей.
в) Пусть n и m —число синих и крас​ных ка​ран​да​шей со​от​вет​ствен​но. Тогда

 

 
По​ло​жим s = n + m, тогда

 

 

Сле​до​ва​тель​но,  от​ку​да 
Можно купить не больше 33 карандашей. Осталось проверить, возможен ли случай, когда s = 33. При m = 14, n = 19

по​лу​ча​ем
 

14 · 17 + 19 · 13 = 485 < 495.
 

Зна​чит, наи​боль​шее воз​мож​ное число ка​ран​да​шей 33.
 
Ответ: а) да; б) нет; в) 33.
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4. За​да​ние 19 № 508238. В игре «Дротики» есть 20 наружных секторов, пронумерованных от
1 до 20 и два центральных сектора. При попадании в наружный сектор игрок получает количе‐
ство очков, совпадающее с номером сектора, а за попадание в центральные сектора он получает
25 или 50 очков со​от​вет​ствен​но. В каж​дом из на​руж​ных сек​то​ров есть об​ла​сти удво​е​ния и утро​е​‐
ния, которые, соответственно, удваивают или утраивают номинал сектора. Так, например, попа‐
дание в сектор 10 (не в зоны удвоения и утроения) дает 10 очков, в зону удвоения сектора ― 20
очков, в зону утро​е​ния ― 30 очков.

а) Может ли игрок тремя брос​ка​ми на​брать ровно 167 очков?
б) Может ли игрок ше​стью брос​ка​ми на​брать ровно 356 очков?
в) С помощью какого наименьшего количества бросков, игрок может набрать ровно 1001

очко?
Ре​ше​ние.
а) Да, например, при попадании в утроение сектора 20, утроение сектора 19 и центральный сектор 50 получаем:

60 + 57 + 50 = 167.
б) Наибольшее количество очков, которое может набрать игрок одним броском ― 60 (утроение 20), далее идут: 57

очков (утроение 19) и 54 очка (утроение 18). Попадание во все остальные сектора и зоны дает меньше 54 очков. Если все
шесть бросков были по 60 очков, то игрок набрал 360 очков, что больше 356. Если хотя бы один бросок на 60 очков заме‐
нить броском на 54 очка или меньше, то сумма уменьшится как минимум на 6, а, значит, станет не больше 354 очков, что
меньше 356 очков. Следовательно, бросок на 60 очков можно заменять только броском на 57 очков. Но одна такая замена
дает итоговый результат 357 очков, а хотя бы две замены ― не более 354 очков. Значит, 356 очков шестью бросками на‐
брать не​воз​мож​но.

в) Как было показано в пункте б) каждый бросок приносит игроку не более 60 очков. Значит, за 16 бросков он наберет
не более 960 очков, а тогда для того, чтобы на​брать 1001 очко по​на​до​бит​ся не менее 17 брос​ков.

Покажем, что игрок может набрать 1001 очко за 17 бросков. Предположим, что он сделал 15 бросков на 60 очков
(итого 900), один бросок в зону утроения сектора 17 (51 очко) и один бросок в центральный сектор 50 очков. Тогда в
сумме он на​бе​рет 900 + 51 + 50 = 1001 очко.

От​ме​тим, что в пунк​тах а) и в) уча​щий​ся мог при​ве​сти дру​гие вер​ные при​ме​ры.
Ответ: а) да; б) нет; в) за 17 брос​ков.

5. За​да​ние 19 № 508259. В игре «Дротики» есть 20 наружных секторов, пронумерованных от
1 до 20 и два центральных сектора. При попадании в наружный сектор игрок получает количе‐
ство очков, совпадающее с номером сектора, а за попадание в центральные сектора он получает
25 или 50 очков со​от​вет​ствен​но. В каж​дом из на​руж​ных сек​то​ров есть об​ла​сти удво​е​ния и утро​е​‐
ния, которые, соответственно, удваивают или утраивают номинал сектора. Так, например, попа‐
дание в сектор 10 (не в зоны удвоения и утроения) дает 10 очков, в зону удвоения сектора ― 20
очков, в зону утро​е​ния ― 30 очков.

а) Может ли игрок тремя брос​ка​ми на​брать ровно 161 очко?
б) Может ли игрок че​тырь​мя брос​ка​ми на​брать ровно 235 очков?
в) С помощью какого наименьшего количества бросков, игрок может набрать ровно 947

очков?
Ре​ше​ние.
а) Да, например, при попадании в утроение сектора 20, утроение сектора 17 и центральный сектор 50 получаем:

60 + 51 + 50 = 161.
б) Наибольшее количество очков, которое может набрать игрок одним броском ― 60 (утроение 20), далее идут: 57

очков (утроение 19) и 54 очка (утроение 18). Попадание во все остальные сектора и зоны дают меньше 54 очков. Если все
четыре броска были по 60 очков, то игрок набрал 240 очков, что больше 235. Если хотя бы один бросок на 60 очков заме‐
нить броском на 54 очка или меньше, то сумма уменьшится как минимум на 6, а, значит, станет не больше 234 очков, что
меньше 235 очков. Следовательно, бросок на 60 очков можно заменять только броском на 57 очков. Но одна такая замена
дает итоговый результат 237 очков, а хотя бы две замены ― не более 234 очков. Значит, 235 очков четырьмя бросками на‐
брать не​воз​мож​но.

в) Как было показано в пункте б) каждый бросок приносит игроку не более 60 очков. Значит, за 15 бросков он наберет
не более 900 очков, а тогда для того, чтобы на​брать 947 очков по​на​до​бит​ся не менее 16 брос​ков.

Покажем, что игрок может набрать 947 очков за 16 бросков. Предположим, что он сделал 14 бросков на 60 очков
(итого 840), один бросок в зону утроения сектора 19 (57 очко) и один бросок в центральный сектор 50 очков. Тогда в
сумме он на​бе​рет 840 + 57 + 50 = 947 очков.

От​ме​тим, что в пунк​тах а) и в) уча​щий​ся мог при​ве​сти дру​гие вер​ные при​ме​ры.
Ответ: а) да; б) нет; в) за 16 брос​ков.
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6. За​да​ние 19 № 509027. В роте два взвода, в первом взводе солдат меньше, чем во втором, но
больше чем 50, а вместе солдат меньше чем 120. Командир знает, что роту можно построить по
несколько человек в ряд так, что в каждом ряду будет одинаковое число солдат, большее 7, и
при этом ни в каком ряду не будет сол​дат из двух раз​ных взво​дов.

а) Сколь​ко сол​дат в пер​вом взво​де и сколь​ко во вто​ром? При​ве​ди​те хотя бы один при​мер.
б) Можно ли построить роту указанным способом по 11 солдат в одном ряду? в) Сколько в

роте может быть сол​дат?
Ре​ше​ние.
Пусть в пер​вом взво​де k сол​дат, во вто​ром l солдат. Тогда числа k и l имеют общий делитель, больший 7, и при этом: 

а) Например, 54 и 63 солдата. Вместе 117, их можно построить в колонну по 9 человек в ряду так, что 6 рядов будет за‐
пол​не​но сол​да​та​ми толь​ко из пер​во​го взво​да, а 7 рядов — толь​ко из вто​ро​го.

б) Пред​по​ло​жим, что общий де​ли​тель 11. Тогда, учи​ты​вая, что 50 < k < 60, по​лу​ча​ем, что k = 55. Наи​мень​шее воз​мож​‐
ное зна​че​ние l равно 55 +11= 66, но вме​сте по​лу​ча​ет​ся 121 че​ло​век, что про​ти​во​ре​чит усло​вию.

в) Число l − k боль​ше нуля и де​лит​ся на общий де​ли​тель чисел k и l, по​это​му l − k ≥ 8; k − l ≤ −8, что вме​сте с усло​ви​ем
k + l ≤ 119 при​во​дит к не​ра​вен​ству 2 k ≤ 111, то есть k ≤ 55. При этом k + d ≤ l ≤ 119 − k, где d — наи​мень​ший общий де​ли​‐
тель, пре​вос​хо​дя​щий 7.

Если k = 51 = 3 · 17 , то d = 17, l = 68, а в роте 119 сол​дат.
Если k = 52 = 4 · 13, то 65 ≤ l ≤ 67. Тогда l = 65, общий де​ли​тель 13 и k + l =117.
Если k = 53, то 53 + 53 = 106 ≤ l ≤ 66 . Про​ти​во​ре​чие.
Если k = 54 = 6 · 9, то 54 + 9 = 63 ≤ l ≤ 65. Тогда l = 63, общий де​ли​тель равен 9, и в роте 117 сол​дат.
Если k = 55 = 5 · 11, то 66 ≤ l ≤ 64, но числа 63 и 64 вза​им​но про​сты с 55. Про​ти​во​ре​чие.

 
Ответ: а) На​при​мер, 54 и 63; б) нет; в) 117 и 119.

7. За​да​ние 19 № 509164. В роте два взвода, в первом взводе солдат меньше, чем во втором, но
больше чем 46, а вместе солдат меньше чем 111. Командир знает, что роту можно построить по
несколько человек в ряд так, что в каждом ряду будет одинаковое число солдат, большее 8, и
при этом ни в каком ряду не будет сол​дат из двух раз​ных взво​дов.

а) Сколь​ко сол​дат в пер​вом взво​де и сколь​ко во вто​ром? При​ве​ди​те хотя бы один при​мер.
б) Можно ли по​стро​ить роту ука​зан​ным спо​со​бом по 13 сол​дат в одном ряду?
в) Сколь​ко в роте может быть сол​дат?
Ре​ше​ние.
Пусть в пер​вом взво​де k сол​дат, во вто​ром l солдат. Тогда числа k и l имеют общий делитель, больший 7, и при этом: 

а) Например, 50 и 60 солдат. Вместе 110, их можно построить в колонну по 10 человек в ряду так, что 5 рядов будет за‐
пол​не​но сол​да​та​ми толь​ко из пер​во​го взво​да, а 6 рядов — толь​ко из вто​ро​го.

б) Пред​по​ло​жим, что общий де​ли​тель 13. Тогда, учи​ты​вая, что 47 < k < 55, по​лу​ча​ем, что k = 52. Наи​мень​шее воз​мож​‐
ное зна​че​ние l равно 52 +13= 65, но вме​сте по​лу​ча​ет​ся 117 че​ло​век, что про​ти​во​ре​чит усло​вию.

в) Число l − k боль​ше нуля и де​лит​ся на общий де​ли​тель чисел k и l, по​это​му l − k ≥ 9; k − l ≤ −9, что вме​сте с усло​ви​ем
k + l ≤ 110 при​во​дит к не​ра​вен​ству 2 k ≤ 101, то есть k ≤ 50. При этом k + d ≤ l ≤ 110 − k, где d — наи​мень​ший общий де​ли​‐
тель, пре​вос​хо​дя​щий 8.

Если k = 47 , то d = 47, 47 + 47 = 94 ≤ 110 − 47 = 63. Про​ти​во​ре​чие.
Если k = 48, то d = 12, l = 60, а в роте 108 сол​дат.
Если k = 49, то 98 ≤ l ≤ 110 − 49 =61. Про​ти​во​ре​чие.
Если k = 50, то d = 10, l = 60, а в роте 110 сол​дат.

 
Ответ: а) На​при​мер, 50 и 60; б) нет; в) 108 и 110.
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8. За​да​ние 19 № 509185. Семь экспертов оценивают кинофильм. Каждый из них выставляет
оценку — целое число баллов от 0 до 10 (от 1 до 15) включительно. Известно, что все эксперты
выставили различные оценки. По старой системе оценивания рейтинг кинофильма — это сред‐
нее арифметическое всех оценок экспертов. По новой системе оценивания рейтинг кинофильма
вычисляется следующим образом: отбрасываются наименьшая и наибольшая оценки и подсчи‐
ты​ва​ет​ся сред​нее ариф​ме​ти​че​ское пяти остав​ших​ся оце​нок.

а) Может ли разность рейтингов, вычисленных по старой и новой системам оценивания, рав‐

нять​ся — 
б) Может ли эта разность рейтингов, вычисленных по старой и новой системам оценивания,

рав​нять​ся — 
в) Найдите наибольшее возможное значение разности рейтингов, вычисленных по старой и

новой си​сте​мам оце​ни​ва​ния.
Ре​ше​ние.
Обозначим рейтинг кинофильма, вычисленный по старой системе оценивания, через A, а рейтинг кинофильма, вычис‐

лен​ный по новой си​сте​ме оце​ни​ва​ния, через B.

а) За​ме​тим, что  где m и n — не​ко​то​рые на​ту​раль​ные числа.

Зна​чит,  Если  то  что не​воз​мож​но.

Таким об​ра​зом, раз​ность рей​тин​гов, вы​чис​лен​ных по ста​рой и новой си​сте​мам оце​ни​ва​ния, не может рав​нять​ся 
б) Например, для оценок экспертов 0, 1, 2, 4, 7, 8, 9 разность рейтингов, вычисленных по старой и новой системам оце‐

ни​ва​ния, равна
 

 
в) Пусть x — наи​мень​шая из оце​нок, z — наи​боль​шая, а y — сумма осталь​ных пяти оце​нок. Тогда

 

 
Для оценок экспертов 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10 разность A − B равна 4. Значит, наибольшее возможное значение разности рей‐

тин​гов, вы​чис​лен​ных по ста​рой и новой си​сте​мам оце​ни​ва​ния, равно .

Ответ: а) нет; б) да; в) 
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9. За​да​ние 19 № 509953. Участники одной школы писали тест. Результатом каждого ученика
является целое неотрицательное число баллов. Ученик считается сдавшим тест, если он набрал
не менее 83 баллов. Из-за того, что задания оказались слишком трудными, было принято реше‐
ние всем участникам теста добавить по 5 баллов, благодаря чему количество сдавших тест уве‐
ли​чи​лось.

а) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, не сдавших тест, пони‐
зил​ся?

б) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, сдавших тест, понизил‐
ся, и сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, тоже по​ни​зил​ся?

в) Известно, что первоначально средний балл участников теста составил 90, средний балл
участников, сдавших тест, составил 100, а средний балл участников, не сдавших тест, составил
75. После добавления баллов средний балл участников, сдавших тест, стал равен 103, а не сдав‐
ших — 79. При каком наи​мень​шем числе участ​ни​ков теста воз​мож​на такая си​ту​а​ция?

Ре​ше​ние.
а) Пусть было 3 участника, которые набрали 100, 82 и 2 балла. Средний балл участников, не сдавших тест 

 балла. После добавления баллов у участников оказалось 105, 87 и 7 баллов. Средний балл участников, не
сдав​ших тест, со​ста​вил 7 бал​лов.

б) В примере предыдущего пункта средний балл участников теста, сдавших тест, первоначально составил 100 баллов,

а после до​бав​ле​ния бал​лов со​ста​вил  бал​лов.
в) Пусть всего было N участников теста, сдали тест a участников, после добавления баллов сдали тест b участников.

За​ме​тим, что сред​ний балл после до​бав​ле​ния со​ста​вил 95. Имеем два урав​не​ния:
 

90N = 75(N − a) + 100a и 95N = 79(N − b) + 103b,
 

от​ку​да 15N = 25a, то есть 3N = 5a, и 16N = 24b, то есть 2N = 3b. Таким об​ра​зом, N ≥ 15.
По​ка​жем, что N могло равняться 15. Пусть изначально 5 участников набрали по 74 балла, 1 участник — 80 баллов и 9

участников по 100 баллов. Тогда средний балл был равен 90, средний бал участников, сдавших тест, был равен 100, а
средний балл участников, не сдавших тест, был равен 75. После добавления средний балл участников, сдавших тест, стал
равен 103, сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, стал равен 79. Таким об​ра​зом, все усло​вия вы​пол​не​ны.
Ответ: а) да; б) да; в) 15.
 
----------

Дуб​ли​ру​ет за​да​ние 510105.
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10. За​да​ние 19 № 509974. Участники одной школы писали тест. Результатом каждого ученика
является целое неотрицательное число баллов. Ученик считается сдавшим тест, если он набрал
не менее 73 баллов. Из-за того, что задания оказались слишком трудными, было принято реше‐
ние всем участникам теста добавить по 5 баллов, благодаря чему количество сдавших тест уве‐
ли​чи​лось.

а) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, не сдавших тест, пони‐
зил​ся?

б) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, сдавших тест, понизил‐
ся, и сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, тоже по​ни​зил​ся?

в) Известно, что первоначально средний балл участников теста составил 80, средний балл
участ​ни​ков, сдав​ших тест, со​ста​вил 90, а сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, со​ста​вил 65.
После до​бав​ле​ния бал​лов сред​ний балл участ​ни​ков, сдав​ших тест, стал равен 93, а не сдав​ших —
69. При каком наи​мень​шем числе участ​ни​ков теста воз​мож​на такая си​ту​а​ция?

Ре​ше​ние.
а) Пусть было 3 участника, которые набрали 90, 72 и 2 балла. Средний балл участников, не сдавших тест 

 балла. После добавления баллов у участников оказалось 95, 77 и 7 баллов. Средний балл участников, не
сдав​ших тест, со​ста​вил 7 бал​лов.

б) В примере предыдущего пункта средний балл участников теста, сдавших тест, первоначально составлял 90 баллов,

а после до​бав​ле​ния бал​лов со​ста​вил  бал​лов.
в) Пусть всего было N участников теста, сдали тест a участников, после добавления баллов сдали тест b участников.

Заметим, что средний балл после добавления составил 85. Имеем два уравнения: 90N = 65(N − a) + 90a и
85N = 69(N − b) + 93b, от​ку​да 15N = 25a, то есть 3N = 5a, и 16N = 24b, то есть 2N = 3b. По​это​му целое число N де​лить​ся на
5 и на 3, то есть де​лит​ся на 15. Таким об​ра​зом, N ≥ 15.

По​ка​жем, что N могло равняться 15. Пусть изначально 5 участников набрали по 64 балла, 1 участник — 70 баллов и 9
участников по 90 баллов. Тогда средний балл был равен 80, средний бал участников, сдавших тест, был равен 90, а сред‐
ний балл участников, не сдавших тест, был равен 65. После добавления средний балл участников, сдавших тест, стал
равен 93, сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, стал равен 69. Таким об​ра​зом, все усло​вия вы​пол​не​ны.
Ответ: а) да; б) да; в) 15.
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11. За​да​ние 19 № 510105. Участники одной школы писали тест. Результатом каждого ученика
является целое неотрицательное число баллов. Ученик считается сдавшим тест, если он набрал
не менее 83 баллов. Из-за того, что задания оказались слишком трудными, было принято реше‐
ние всем участникам теста добавить по 5 баллов, благодаря чему количество сдавших тест уве‐
ли​чи​лось.

а) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, не сдавших тест, пони‐
зил​ся?

б) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, сдавших тест, понизил‐
ся, и сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, тоже по​ни​зил​ся?

в) Известно, что первоначально средний балл участников теста составил 90, средний балл
участников, сдавших тест, составил 100, а средний балл участников, не сдавших тест, составил
75. После добавления баллов средний балл участников, сдавших тест, стал равен 103, а не сдав‐
ших — 79. При каком наи​мень​шем числе участ​ни​ков теста воз​мож​на такая си​ту​а​ция?

Ре​ше​ние.
а) Пусть было 3 участника, которые набрали 100, 82 и 2 балла. Средний балл участников, не сдавших тест 

 балла. После добавления баллов у участников оказалось 105, 87 и 7 баллов. Средний балл участников, не
сдав​ших тест, со​ста​вил 7 бал​лов.

б) В примере предыдущего пункта средний балл участников теста, сдавших тест, первоначально составил 100 баллов,

а после до​бав​ле​ния бал​лов со​ста​вил  бал​лов.
в) Пусть всего было N участников теста, сдали тест a участников, после добавления баллов сдали тест b участников.

За​ме​тим, что сред​ний балл после до​бав​ле​ния со​ста​вил 95. Имеем два урав​не​ния:
 

90N = 75(N − a) + 10a и 95N = 79(N − b) + 103b,
 

от​ку​да 15N = 25a, то есть 3N = 5a, и 16N = 24b, то есть 2N = 3b. Таким об​ра​зом, N ≥ 15.
По​ка​жем, что N могло равняться 15. Пусть изначально 5 участников набрали по 74 балла, 1 участник — 80 баллов и 9

участников по 100 баллов. Тогда средний балл был равен 90, средний бал участников, сдавших тест, был равен 100, а
средний балл участников, не сдавших тест, был равен 75. После добавления средний балл участников, сдавших тест, стал
равен 103, сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, стал равен 79. Таким об​ра​зом, все усло​вия вы​пол​не​ны.
Ответ: а) да; б) да; в) 15.
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12. За​да​ние 19 № 510112. Участники одной школы писали тест. Результатом каждого ученика
является целое неотрицательное число баллов. Ученик считается сдавшим тест, если он набрал
не менее 73 баллов. Из-за того, что задания оказались слишком трудными, было принято реше‐
ние всем участникам теста добавить по 5 баллов, благодаря чему количество сдавших тест уве‐
ли​чи​лось.

а) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, не сдавших тест, пони‐
зил​ся?

б) Могло ли оказаться так, что после этого средний балл участников, сдавших тест, понизил‐
ся, и сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, тоже по​ни​зил​ся?

в) Известно, что первоначально средний балл участников теста составил 80, средний балл
участ​ни​ков, сдав​ших тест, со​ста​вил 90, а сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, со​ста​вил 65.
После до​бав​ле​ния бал​лов сред​ний балл участ​ни​ков, сдав​ших тест, стал равен 93, а не сдав​ших —
69. При каком наи​мень​шем числе участ​ни​ков теста воз​мож​на такая си​ту​а​ция?

Ре​ше​ние.
а) Пусть было 3 участника, которые набрали 90, 72 и 2 балла. Средний балл участников, не сдавших тест 

 балла. После добавления баллов у участников оказалось 95, 77 и 7 баллов. Средний балл участников, не
сдав​ших тест, со​ста​вил 7 бал​лов.

б) В примере предыдущего пункта средний балл участников теста, сдавших тест, первоначально составлял 90 баллов,

а после до​бав​ле​ния бал​лов со​ста​вил  бал​лов.
в) Пусть всего было N участников теста, сдали тест a участников, после добавления баллов сдали тест b участников.

Заметим, что средний балл после добавления составил 85. Имеем два уравнения: 90N = 65(N − a) + 90a и
85N = 69(N − b) + 93b, от​ку​да 15N = 25a, то есть 3N = 5a, и 16N = 24b, то есть 2N = 3b. По​это​му целое число N де​лить​ся на
5 и на 3, то есть де​лит​ся на 15. Таким об​ра​зом, N ≥ 15.

По​ка​жем, что N могло равняться 15. Пусть изначально 5 участников набрали по 64 балла, 1 участник — 70 баллов и 9
участников по 90 баллов. Тогда средний балл был равен 80, средний бал участников, сдавших тест, был равен 90, а сред‐
ний балл участников, не сдавших тест, был равен 65. После добавления средний балл участников, сдавших тест, стал
равен 93, сред​ний балл участ​ни​ков, не сдав​ших тест, стал равен 69. Таким об​ра​зом, все усло​вия вы​пол​не​ны.
Ответ: а) да; б) да; в) 15.
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13. За​да​ние 19 № 500068. Моток веревки режут без остатка на куски длиной не меньше 99 см,
но не боль​ше 102 см (на​зо​вем такие куски стан​дарт​ны​ми).

а) Некоторый моток веревки разрезали на 33 стандартных куска, среди которых есть куски
разной длины. На какое наибольшее число стандартных одинаковых кусков можно было бы раз‐
ре​зать тот же моток ве​рев​ки?

б) Най​ди​те такое наи​мень​шее число  что любой моток веревки, длина которого больше  см,
можно раз​ре​зать на стан​дарт​ные куски.

Ре​ше​ние.
Ре​ше​ние каж​до​го пунк​та со​сто​ит из двух ча​стей: оцен​ка и при​мер.
Рассмотрим моток веревки длиной  см. Условие того, что его можно разрезать на  стандартных кусков, записывает‐

ся в виде  или 
а) В данном случае имеем  (неравенства строгие, поскольку среди кусков есть неравные).

Пусть эту ве​рев​ку можно раз​ре​зать на  стан​дар​тых кус​ков, тогда, при  по​лу​ча​ем

то есть этот моток ве​рев​ки нель​зя раз​ре​зать боль​ше, чем на  стан​дарт​ных куска.

При  получаем  Значит, эту веревку можно разрезать на 33 одинаковых стандартных куска,
но нель​зя раз​ре​зать на боль​шее ко​ли​че​ство стан​дарт​ных кус​ков.

б) Отрезки  и  являющиеся решениями неравенств  и
 имеют общие точки для всех  при которых  то есть при 

Зна​чит, любую ве​рев​ку дли​ной  см или более можно раз​ре​зать на стан​дарт​ные куски.
Докажем, что веревку, длина которой больше  см, но меньше  см, нельзя разрезать

н а  стандартных кусков ни для какого  При  получаем  что противоречит условию 
 При  получаем  что противоречит условию  Таким образом, искомое

число равно 3267.
Ответ: а) 33; б) 3267.
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14. За​да​ние 19 № 500351. Моток веревки режут без остатка на куски длиной не меньше 115
см, но не боль​ше 120 см (на​зо​вем такие куски стан​дарт​ны​ми).
 

а) Некоторый моток веревки разрезали на 23 стандартных куска, среди которых есть куски
разной длины. На какое наибольшее число стандартных одинаковых кусков можно было бы раз‐
ре​зать тот же моток ве​рев​ки?
 

б) Найдите такое наименьшее число , что любой моток веревки, длина которого больше  см,
можно раз​ре​зать на стан​дарт​ные куски.

Ре​ше​ние.
Ре​ше​ние каж​до​го пунк​та со​сто​ит из двух ча​стей: оцен​ка и при​мер.

 
Рассмотрим моток веревки длиной  см. Условие того, что его можно разрезать на  стандартных кусков, записывает‐

ся в виде  или 
 

а) В данном случае имеем  (неравенства строгие, поскольку среди кусков есть неравные).
Пусть эту ве​рев​ку можно раз​ре​зать на  стан​дарт​ных кус​ков, тогда При  по​лу​ча​ем
 
 

т.е. этот моток ве​рев​ки нель​зя раз​ре​зать боль​ше, чем на 23 стан​дарт​ных куска.
 

При  по​лу​ча​ем  Значит, эту веревку можно разрезать на 23 одинаковых стандартных куска,
но нель​зя раз​ре​зать на боль​шее ко​ли​че​ство стан​дарт​ных кус​ков.
 

б) Отрезки  и  являющиеся решениями неравенств  и
 имеют общие точки для всех  при которых  то есть при 

 Зна​чит, любую ве​рев​ку дли​ной  см или более можно раз​ре​зать на стан​дарт​ные куски.
 

Докажем, что веревку, длина которой больше  см, но меньше  см, нельзя разрезать
н а  стандартных кусков ни для какого  При  получаем  что противоречит условию 

 При  по​лу​ча​ем  что про​ти​во​ре​чит усло​вию  Таким об​ра​зом, ис​ко​мое
число равно 2645.
 

Ответ: а) 23; б) 2645.
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15. За​да​ние 19 № 501220. В стране Дельфиния установлена следующая система подоходного
на​ло​га (де​неж​ная еди​ни​ца Дель​фи​нии ― зо​ло​тые):
 

За​ра​бо​ток (в зо​ло​тых) Налог (в %)

1 — 100 1

101 — 400 20

Более 400 50

а) Два брата заработали в сумме 1000 золотых. Как им выгоднее всего распределить эти день‐
ги между собой, чтобы в семье осталось как можно больше денег после налогообложения? При
де​ле​же каж​дый по​лу​ча​ет целое число зо​ло​тых.

б) Как выгоднее всего распределить те же 1000 золотых между тремя братьями, при условии,
что каж​дый также по​лу​чит целое число зо​ло​тых?

Ре​ше​ние.
а) 1. Если один из братьев получит  золотых, то второй получит  В этом случае первый брат за‐

платит налог  а второй ―  Следовательно, общая сумма, которая останется у братьев после налогообложения 
 зо​ло​тых.

2. Если каждый из них получит более  золотых, значит, они оба заплатят налог  и тогда в сумме у них оста‐
нет​ся  зо​ло​тых.

3. Пусть один из них получит  зо​ло​тых, где  Тогда его брат получит  золотых, причем это
число будет боль​ше  Значит, первый брат заплатит налог  а второй ―  Таким образом, после налогообло‐
жения у них останется  золотых. Очевидно, что чем больше  тем больше данная
сумма. Значит, следует выбрать наибольшее возможное значение  то есть  В этом случае в семье останется  зо‐
ло​тых, что боль​ше, чем в пер​вом и во вто​ром слу​ча​ях.
Ответ: 400 и 600.

б) Заметим, что чем меньше золотых отдадут братья в качестве налога, тем больше денег у них останется. Таким обра‐
зом, можно решать равносильную задачу: распределить деньги между братьями так, чтобы они в сумме заплатили как
можно мень​ше.

1. Пусть все три брата получили от 101 до 400 золотых. В этом случае каждый из них заплатил налог 20%, а значит,
они долж​ны в сумме за​пла​тить 200 зо​ло​тых.

2. Пусть хотя бы один из братьев получил более 400 золотых. Тогда он должен заплатить налог 50%, то есть более 200
золотых. В этом случае сумма, которую заплатят все три брата, больше 200 золотых. Таким образом, распределение, разо‐
бран​ное в пер​вом слу​чае, вы​год​нее.

3. Пусть хотя бы один из братьев получил не более 100 золотых. В этом случае остальные 900 золотых нужно распре‐
делить между двумя братьями, а значит, хотя бы у одного из них окажется сумма не меньше 450 золотых. Этот случай
разо​бран в п.2.

Следовательно, сумма, которая останется у братьев, будет наибольшей в том случае, если каждый из них получит от
101 до 400 золотых. При этом верным будет любое разбиение 1000 золотых на три слагаемых, каждое из которых лежит в
ука​зан​ном про​ме​жут​ке (в ка​че​стве при​ме​ра можно вы​брать числа 366, 366 и 268).
Ответ: любые три числа от 101 до 400, сумма ко​то​рых равна 1000 (на​при​мер, 366, 366 и 268).
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16. За​да​ние 19 № 503257. Имеются каменные глыбы: 50 штук по 800 кг, 60 штук по 1 000 кг и
60 штук по 1 500 кг (рас​ка​лы​вать глыбы нель​зя).

а) Можно ли увезти все эти глыбы одновременно на 60 грузовиках, грузоподъёмностью 5
тонн каж​дый, пред​по​ла​гая, что в гру​зо​вик вы​бран​ные глыбы по​ме​стят​ся?

б) Можно ли увезти все эти глыбы одновременно на 38 грузовиках, грузоподъёмностью 5
тонн каж​дый, пред​по​ла​гая, что в гру​зо​вик вы​бран​ные глыбы по​ме​стят​ся?

в) Какое наименьшее количество грузовиков, грузоподъёмностью 5 тонн каждый, понадобит‐
ся, чтобы вывезти все эти глыбы одновременно, предполагая, что в грузовик выбранные глыбы
по​ме​стят​ся?

Ре​ше​ние.
а) Масса любых трёх таких глыб не превосходит 5 тонн. Значит, в 60 грузовиков можно погрузить 180 таких глыб.

Всего глыб 170, по​это​му их можно увез​ти на 60 гру​зо​ви​ках.
б) Суммарная масса глыб равна 50 · 800 + 60 · 1000 + 60 · 1500 = 190 000 (кг), то есть в точности совпадает с грузо‐

подъёмно​стью 38 гру​зо​ви​ков. Зна​чит, если воз​мож​но увез​ти эти глыбы на 38 гру​зо​ви​ках, то каж​дый гру​зо​вик дол​жен быть
за​гру​жен пол​но​стью (по массе груза).

Если в каком-то грузовике есть глыба массой 800 кг, то единственная возможность загрузить такой грузовик полно‐
стью — это добавить ещё 4 таких глыбы и одну глыбу массой 1 000 кг. Таким образом, грузовиков, загруженных так, по‐
надобится 10 штук. Поскольку осталось 60 глыб, массой 1 500 кг каждая, и 28 грузовиков, то в одном из грузовиков долж‐
но быть хотя бы 3 такие глыбы. Но в грузовик, в который загружено 3 глыбы, массой 1 500 кг каждая, ничего больше по‐
гру​зить не по​лу​чит​ся.

Зна​чит, на 38 гру​зо​ви​ках увез​ти эти глыбы нель​зя.
в) В преды​ду​щем пунк​те было по​ка​за​но, что 38 гру​зо​ви​ков не хва​тит.
Если в 10 грузовиков загрузить по 5 глыб, массой 800 кг каждая, и глыбу массой 1 000 кг, в 25 грузовиков загрузить по

2 глыбы, мас​сой 1 000 кг каж​дая, и по 2 глыбы, мас​сой 1 500 кг каж​дая, в 3 гру​зо​ви​ка за​гру​зить
3 глыбы, массой 1 500 кг каждая, и в один грузовик глыбу массой 1 500 кг, то все глыбы окажутся загружены в 39 гру‐

зо​ви​ков. Зна​чит, наи​мень​шее ко​ли​че​ство гру​зо​ви​ков — это 39.
Ответ: а) да; б) нет; в) 39.

17. За​да​ние 19 № 501071. За новогодним столом дети ели бутерброды и конфеты, причем
каж​дый что-то ел, и может быть так, что кто-то ел и то и дру​гое. Из​вест​но, что маль​чи​ков, евших

бутерброды, было не более чем  от общего числа детей, евших бутерброды, а мальчиков,

евших кон​фе​ты, было не более  от об​ще​го числа детей, евших кон​фе​ты.
а) Могло ли за столом быть 13 мальчиков, если дополнительно известно, что всего за столом

было 25 детей?
б) Какое наибольшее количество мальчиков могло быть за столом, если дополнительно из‐

вест​но, что всего за сто​лом было 25 детей?
в) Какую наименьшую долю могли составлять девочки от общего числа детей без дополни‐

тель​но​го усло​вия пунк​тов а и б?
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Ре​ше​ние.
а) Если за столом было 5 мальчиков, евших только бутерброды, 8 мальчиков, евших только конфеты, и 12 девочек,

каждая из которых ела и то и другое, то условие задачи выполнено. Значит, в группе из 25 детей могло быть 13 мальчи‐
ков.
 

б) Предположим, что мальчиков было 14 или больше. Тогда девочек было 11 или меньше. Пусть число мальчиков,

евших бутерброды равно m1. Тогда число  не больше , чем доля мальчиков, евших бутерброды среди всех детей,

евших бу​тер​бро​ды, а это число не боль​ше, чем  от​ку​да  и, сле​до​ва​тель​но,  Пусть m2 — число

мальчиков, евших конфеты. Аналогично,  откуда, учитывая, что m2 число целое, находим:  Но

тогда общее число мальчиков, евших хот что-то не больше, чем 5 + 7 = 12. Следовательно, по крайней мере, 2 мальчика
ни​че​го не ели, а это про​ти​во​ре​чит усло​вию.
 

В предыдущем пункте было показано, что в группе из 25 учащихся могло быть 13 мальчиков. Значит, наибольшее ко‐
ли​че​ство маль​чи​ков в груп​пе — 13.
 

в) Предположим, что некоторый мальчик ел и конфеты, и бутерброды. Если бы вместо него было два мальчика, один
из которых ел только конфеты, а другой — только бутерброды, то доля мальчиков, евших конфеты и доля мальчиков,
евших бутерброды, остались бы прежними, а общая доля девочек стала бы меньше. Значит, для оценки наименьшей доли
де​во​чек можно счи​тать, что каж​дый маль​чик ел или толь​ко кон​фе​ты, или толь​ко бу​тер​бро​ды.
 

Пусть, как прежде, m1 мальчиков ели бутерброды, m2 ели конфеты, и всего было d девочек. Оценим долю девочек.
Будем считать, что каждая девочка ели и конфеты, и бутерброды, поскольку их доля в группе от этого не изменится, а
доля среди евших кон​фе​ты и доля среди евших бу​тер​бро​ды не ста​нут мень​ше.
 

По усло​вию  зна​чит 

 

Тогда  по​это​му доля де​во​чек равна
 
 

 
Осталось показать, что такая доля девочек действительно могла быть. Например, если из 70 детей 15 мальчиков ели

только бутерброды, 22 мальчика ели только конфеты, и еще было 33 девочки, каждая из которых ела и то, и другое, то

усло​вие за​да​чи вы​пол​не​но, а доля де​во​чек в точ​но​сти равна 
 

Ответ:а) да; б) 13; в) 
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