
Задача на до​ка​за​тель​ство и вычисление

1. За​да​ние 16 № 501887. Две окружности касаются внешним образом в точке K. Прямая AB
касается первой окружности в точке A, а второй — в точке B. Прямая BK пересекает первую
окруж​ность в точке D, пря​мая AK пе​ре​се​ка​ет вто​рую окруж​ность в точке C.

а) До​ка​жи​те, что пря​мые AD и BC па​рал​лель​ны.
б) Найдите площадь треугольника AKB, если известно, что радиусы окружностей равны 4 и

1.
Ре​ше​ние.

Задание а). Обозначим центры окружностей O1 и O2 соответственно. Пусть общая каса‐
тельная, проведённая к окружностям в точке K, пересекает AB в точке M. По свойству ка​‐
са​тель​ных, про​ведённых из одной точки, AM = KM и KM = BM. Треугольник AKB, у кото‐
ро​го ме​ди​а​на равна по​ло​ви​не сто​ро​ны, к ко​то​рой она про​ве​де​на, — пря​мо​уголь​ный.

Вписанный у г о л A K D прямой, поэтому о н опирается н а диаметр AD. Зна​чит,
AD ⊥ AB. Аналогично получаем, что BC ⊥ AB. Следовательно, прямые AD и BC парал‐
лель​ны.

Задание б). Пусть, для определенности, первая окружность имеет радиус 4, а радиус
вто​рой равен 1.

Треугольники BKC и AKD подобны,  Пусть , тогда 

У треугольников AKD и AKB общая высота, следовательно,  то есть SAKB = 4S. Аналогично,

SCKD = 4S. Пло​щадь тра​пе​ции ABCD равна 25S.
Вычислим площадь трапеции ABCD. Проведём к AD перпендикуляр O2H, равный высоте трапеции, и найдём его из

пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка O2HO1:

Тогда

 
Сле​до​ва​тель​но, 25S = 20, от​ку​да S = 0,8 и SAKB = 4S = 3,2.

 
Ответ: 3,2.
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2. За​да​ние 16 № 507211. Две окружности касаются внутренним образом. Третья окружность
ка​са​ет​ся пер​вых двух и их линии цен​тров.

а) Докажите, что периметр треугольника с вершинами в центрах трёх окружностей равен диа‐
мет​ру наи​боль​шей из этих окруж​но​стей.

б) Най​ди​те ра​ди​ус тре​тьей окруж​но​сти, если из​вест​но, что ра​ди​у​сы пер​вых двух равны 6 и 2.
Ре​ше​ние.

а) Пусть АВ — диаметр большей из трёх окружностей, О — её центр, O1 — центр
окружности радиуса r у касающейся окружности с диаметром АВ в точке А, O2 —
центр окружности радиуса R, касающейся окружности с диаметром АВ в точке С,
окружности с центром O1 — в точке D, отрезка АВ — в точке Е. Точки О, O2 и С
лежат на одной прямой, поэтому OO2 = ОС − O2С = ОС − R. Аналогично
ОО1 = OA − О1А = ОА − r и O1O2 = O1D + O2D = r + R. Следовательно, периметр
тре​уголь​ни​ка OO1O2 равен
 

 
 
 

б) Пусть OA = 6, r = 2. Тогда O2Е = R, O1O2 = 2 + R, OO1 = OA − О1А = 6 − 2 = 4, OO2 = ОС − O2С = 6 − R. Из прямо‐
уголь​ных тре​уголь​ни​ков O1O2Е и OO2Е на​хо​дим, что
 

 
а так как О1E = OO1 + ОЕ, то  Из этого уравнения находим, что R = 3 (это значит, что диа‐
метр ис​ко​мой окруж​но​сти равен ра​ди​у​су наи​боль​шей из трёх окруж​но​стей, то есть точка Е сов​па​да​ет с О).
 
Ответ: 3.
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3. За​да​ние 16 № 507262. Диагональ AC прямоугольника ABCD с центром O образует со сто‐
ро​ной AB угол 30°. Точка E лежит вне пря​мо​уголь​ни​ка, причём ∠BEC = 120°.

а) До​ка​жи​те, что ∠CBE = ∠COE.
б) Пря​мая OE пе​ре​се​ка​ет сто​ро​ну AD прямоугольника в точке K. Найдите EK, если известно,

что BE = 40 и CE = 24.
Ре​ше​ние.
а) По тео​ре​ме о внеш​нем угле тре​уголь​ни​ка ∠BOC = 2, ∠BAO = 2 · 30° = 60°. По​это​му

 

 
Значит, точки B, E, C, O лежат на одной окружности. Вписанные в эту окружность углы CBE и COE опираются на

одну и ту же дугу, сле​до​ва​тель​но, ∠CBE = ∠COE.
б) По тео​ре​ме ко​си​ну​сов

 

 
Впи​сан​ные углы BEO и CEO опираются на равные хорды BO и CO, зна‐

чит, EO — бис​сек​три​са угла BEC. Пусть M — точка её пе​ре​се​че​ния со сто​ро​‐
ной BC. По фор​му​ле для бис​сек​три​сы тре​уголь​ни​ка по​лу​ча​ем:
 

 

По свойству биссектрисы треугольника  зна‐

чит, 
По теореме о произведении пересекающихся хорд EM · MO = BM · CM, откуда находим, что 

 Треугольники COM и AOK равны по стороне и двум прилежащим к ней углам, по‐
это​му OK = OM. Сле​до​ва​тель​но, EK = EM + 2OM = 15 + 98 = 113.
 
Ответ: 113.

4. За​да​ние 16 № 507510. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Точки A2, B2 и C2 — се​ре​ди​ны от​рез​ков MA, MB и MC со​от​вет​ствен​но.

а) Докажите, что площадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 вдвое меньше площади треуголь‐
ни​ка ABC.

б) Найдите сумму квадратов всех сторон этого шестиугольника, если известно, что AB = 5,
BC = 8 и AC = 10.
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Ре​ше​ние.
а) Площадь треугольника A1MB2 в два раза меньше площади треугольника
A1MB, по​сколь​ку MB = 2MB2, а высота, проведённая из вершины A1, у этих тре‐
уголь​ни​ков общая:
 

 
Ана​ло​гич​но по​лу​ча​ем ещё 5 ра​венств:

 
 и 

 
Скла​ды​вая эти ра​вен​ства почлен​но, по​лу​ча​ем
 

 
б) Обо​зна​чим длины сто​рон BC, AC, AB тре​уголь​ни​ка ABC через a, b, c.

Докажем, что квадрат медианы AA1 равен  Для доказательства на
продолжении отрезка AA1 за точку A1 отложим отрезок A1P = AA1. Получим параллелограмм ACPB со сторонами AC =
PB = b и AB = CP = c и диагоналями BC = a и AP = 2AA1. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме

квадратов его сторон:  откуда  Аналогично доказывается, что 

 а 
От​ре​зок C1A2 — сред​няя линия тре​уголь​ни​ка ABM, зна​чит,

 

 
Рас​суж​дая ана​ло​гич​но, мы по​лу​чим, что сто​ро​ны ше​сти​уголь​ни​ка втрое мень​ше ме​ди​ан тре​уголь​ни​ка

 

 
Сле​до​ва​тель​но, сумма квад​ра​тов сто​рон ше​сти​уголь​ни​ка равна

 

 

Под​став​ляя в эту фор​му​лу длины сто​рон тре​уголь​ни​ка ABC, по​лу​ча​ем 
 

Ответ: 

5. За​да​ние 16 № 507586. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Точки A2, B2 и C2 — се​ре​ди​ны от​рез​ков MA, MB и MC со​от​вет​ствен​но.

а) Докажите, что площадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 вдвое меньше площади треуголь‐
ни​ка ABC.

б) Найдите сумму квадратов всех сторон этого шестиугольника, если известно, что AB = 4,
BC = 7 и AC = 8.
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Ре​ше​ние.
а) Площадь треугольника A1MB2 в два раза меньше площади треугольника A1MB,
по​сколь​ку MB = 2MB2, а высота, проведённая из вершины A1, у этих треугольников
общая:
 

 
Ана​ло​гич​но по​лу​ча​ем еще 5 ра​венств:

 
 и 

 
Скла​ды​вая эти ра​вен​ства почлен​но, по​лу​ча​ем

 

 
 
б) Обо​зна​чим длины сто​рон BC, AC, AB тре​уголь​ни​ка ABC через a, b, c.
 

До​ка​жем, что квад​рат ме​ди​а​ны AA1 равен  Для
до​ка​за​тель​ства на про​дол​же​нии от​рез​ка AA1 за точку A1 отложим отрезок A1P = AA1. По‐
лу​чим па​рал​ле​ло​грамм ACPB со сторонами AC = PB = b и AB = CP = c и диагоналями BC
= a и AP = 2AA 1. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов его сторон: 

, откуда  Аналогично доказывается, что 

 а  Отрезок  — средняя линия треугольника ABM, зна‐
чит,
 

 
Рас​суж​дая ана​ло​гич​но, мы по​лу​чим, что сто​ро​ны ше​сти​уголь​ни​ка втрое мень​ше ме​ди​ан тре​уголь​ни​ка

 

 
Сле​до​ва​тель​но, сумма квад​ра​тов сто​рон ше​сти​уголь​ни​ка равна

 

 
Под​став​ляя в эту фор​му​лу длины сто​рон тре​уголь​ни​ка ABC, по​лу​ча​ем ответ:

сумма квад​ра​тов сто​рон ше​сти​уголь​ни​ка равна 
 

Ответ: 
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6. За​да​ние 16 № 507889. Хорды AD, BE и CF окружности делят друг друга на три равные
части.

а) До​ка​жи​те, что эти хорды равны.
б) Найдите площадь шестиугольника ABCDEF, если точки A, B, C, D, E последовательно

рас​по​ло​же​ны на окруж​но​сти, а ра​ди​ус окруж​но​сти равен 
Ре​ше​ние.

а) Пусть две хорды равны 3x и 3y. По теореме о произведении пересекающихся хорд
2x · x = 2y · y. Отсюда находим, что x = y, значит, эти хорды равны. Аналогично докажем, что
тре​тья хорда равна каж​дой из пер​вых двух.

б) Равные хорды равноудалены от центра окружности, поэтому центр равностороннего тре‐
угольника с вершинами в точках попарного пересечения хорд совпадает с центром данной
окружности. Пусть хорды BE и CF пересекают хорду AD в точках P и Q соответственно, хорды
BE и FC пе​ре​се​ка​ют​ся в точке T, а H — про​ек​ция цен​тра O на хорду AD. Тогда H — общая се​ре​‐
дина отрезков AD и PQ, а OH — радиус вписанной окружности равностороннего треугольника
PQT со сто​ро​ной PQ.

Через точку T про​ведём пря​мую, па​рал​лель​ную AD, через точку P — прямую, параллельную
CF, а через точку Q — прямую, параллельную BE. Эти прямые и хорды AD, BE и CF разбивают
ше​сти​уголь​ник ABCDEF на 13 оди​на​ко​вых рав​но​сто​рон​них тре​уголь​ни​ков.

Обо​зна​чим PQ = 2a. Тогда
 

 
От​сю​да на​хо​дим, что a = 3, зна​чит, PQ = 2a = 6, 
Сле​до​ва​тель​но,

 

 
Ответ: 

7. За​да​ние 16 № 508235. В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке ABC про​ве​де​ны вы​со​ты AP и CQ.
а) До​ка​жи​те, что угол PAC равен углу PQC.
б) Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ABC, если известно, что

PQ = 8 и ∠ABC = 60°.
Ре​ше​ние.

а) Углы PC и AQC, опи​ра​ю​щи​е​ся на от​ре​зок AC, равны, зна​чит, точки A, Q, P и C лежат на одной
окружности, а, следовательно, равны и вписанные углы PAC и PQC этой окружности, опирающи‐
е​ся на дугу PC, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) Прямоугольные треугольники ABP и CBQ имеют общий угол ABC, следовательно, они по‐

доб​ны, от​ку​да  или  но тогда и треугольники BAC и BPQ также подобны,

причем коэффициент подобия равен  откуда 

 Тогда радиус R окружности, описанной около треугольни‐

ка ABC равен 

Ответ: 
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8. За​да​ние 16 № 508256. В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке KMN про​ве​де​ны вы​со​ты KB и NA.
а) До​ка​жи​те, что угол ABK равен углу ANK.
б) Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ABM, если известно, что 

 и ∠KMN = 45°.
Ре​ше​ние.

а) Углы NAK и NBK, опирающиеся на отрезок KN, равны, значит, точки A, B, N и K лежат на
одной окружности, а, следовательно, равны и вписанные углы ABK и ANK этой окружности,
опи​ра​ю​щи​е​ся на дугу AK, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) Пря​мо​уголь​ные тре​уголь​ни​ки KMB и NMA имеют общий угол KMN, сле​до​ва​тель​но, они

по​доб​ны, от​ку​да  или  но тогда и треугольники KMN и BMA также

по​доб​ны, при​чем ко​эф​фи​ци​ент по​до​бия равен  от​ку​да
 

 
Тогда ра​ди​ус R окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABM равен

 

 
Ответ: 

9. За​да​ние 16 № 508974. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Из​вест​но, что AC = 3MB.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Най​ди​те сумму квад​ра​тов ме​ди​ан AA1 и CC1, если из​вест​но, что AC = 12.
Ре​ше​ние.

а) Известно, что медианы треугольника точкой пересечения делятся в отношении
2 : 1, счи​тая от вер​ши​ны. Зна​чит,
 

 
Поэтому треугольники AB1B и CB1B равнобедренные, причём

∠B1AB = ∠ABB1 и ∠B1CB = ∠CBB1. Сумма всех этих четырёх углов равна 180°.
Тогда ∠ABC = ∠ABB1 + ∠CBB1 = 90°. Отсюда следует, что треугольник ABC
пря​мо​уголь​ный.

б) Тре​уголь​ник A1BA пря​мо​уголь​ный. По​это​му
 

 
Ана​ло​гич​но, из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка C1BC на​хо​дим:

 

 
Сло​жим по​лу​чен​ные ра​вен​ства:

 

 
Ответ: 180.
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10. За​да​ние 16 № 509003. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Из​вест​но, что AC = 3MB.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Най​ди​те сумму квад​ра​тов ме​ди​ан AA1 и CC1, если из​вест​но, что AC = 10.
Ре​ше​ние.

а) Известно, что медианы треугольника точкой пересечения делятся в отношении
2 : 1, счи​тая от вер​ши​ны. Зна​чит,
 

 
Поэтому треугольники AB1B и CB1B равнобедренные, причём

∠B1AB = ∠ABB1 и ∠B1CB = ∠CBB1. Сумма всех этих четырёх углов равна 180°.
Тогда ∠ABC = ∠ABB1 + ∠CBB1 = 90°. Отсюда следует, что треугольник ABC
пря​мо​уголь​ный.

б) Тре​уголь​ник A1BA пря​мо​уголь​ный. По​это​му
 

 
Ана​ло​гич​но, из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка C1BC на​хо​дим:

 

 
Сло​жим по​лу​чен​ные ра​вен​ства:

 

 
Ответ: 125.

11. За​да​ние 16 № 509045. В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке ABC про​ве​де​ны вы​со​ты AP и CQ.
а) До​ка​жи​те, что угол PAC равен углу PQC.
б) Найдите радиус окружности, описанной около треугольника ABC, если известно, что PQ =

8 и ∠ABC = 60°.
Ре​ше​ние.

а) Углы APC и AQC, опирающиеся на отрезок AC, равны, значит, точки A, Q, P и C лежат на
одной окружности, а, следовательно, равны и вписанные углы PAC и PQC этой окружности, опи‐
ра​ю​щи​е​ся на дугу PC, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) Пря​мо​уголь​ные тре​уголь​ни​ки ABP и CBQ имеют общий угол ABC, следовательно, они по‐

доб​ны, от​ку​да  или  но тогда и тре​уголь​ни​ки BAC и BPQ также по​доб​ны,

причем коэффициент подобия равен  откуда 

 Тогда радиус R окружности, описанной около треугольника ABC равен 

 

Ответ: 
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12. За​да​ние 16 № 509161. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C известны

сто​ро​ны AC = 12, BC = 5. Окруж​ность ра​ди​у​са  с цен​тром O на сто​ро​не BC про​хо​дит через вер​‐
ши​ну C. Вторая окружность касается катета AC, гипотенузы треугольника, а также внешним об‐
ра​зом ка​са​ет​ся пер​вой окруж​но​сти.

а) До​ка​жи​те, что ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти мень​ше, чем  длины ка​те​та AC.
б) Най​ди​те ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти.
Ре​ше​ние.
а) Пусть Q — центр второй окружности, M и N — её точки касания со сторонами AB и AC соответственно, а точка H

— проекция точки Q на BC. Имеем:  следовательно,  Тогда 

 По​это​му  что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) Пусть x — ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти. Рас​смот​рим пря​мо​уголь​ный тре​уголь​ник OHQ:
 

 
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра OH2 + QH2 = OQ2, от​ку​да:

 

 
Усло​вию 12 − 5x > 0 удо​вле​тво​ря​ет толь​ко x = 2.

 
Ответ: 2.
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13. За​да​ние 16 № 509182. В остроугольном треугольнике ABC провели высоту BH. Из точки
H на сто​ро​ны AB и BC от​пу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры HK и HM со​от​вет​ствен​но.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник MBK по​до​бен тре​уголь​ни​ку ABC.
б) Найдите отношение площади треугольника MBK к площади четырёхугольника AKMC,

если BH = 3, а ра​ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC, равен 4.
Ре​ше​ние.

а) В четырёхугольнике KBMH углы K и M — прямые, следовательно, около этого
четырёхугольника можно описать окружность, причём BH — её диаметр. Вписанные углы
BKM и BHM опи​ра​ют​ся на одну дугу, сле​до​ва​тель​но,
 

∠BKM = ∠BHM = 90° − ∠HBM = ∠BCA,
 

Треугольники MBK и ABC имею общий угол B и ∠BKM = ∠BCA. Значит, эти тре‐
уголь​ни​ки по​доб​ны.

б) Ра​ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка MBK, равен  Ра​ди​ус
окружности, описанной около треугольника ABC, равен 4. Значит, треугольники MBK и ABC подобны с коэффициентом

по​до​бия  По​лу​ча​ем, что
 

 
Сле​до​ва​тель​но, ис​ко​мое от​но​ше​ние равно

 

 

Ответ: 

14. За​да​ние 16 № 509823. Окружность, построенная на медиане BM равнобедренного тре‐
уголь​ни​ка ABC как на диа​мет​ре, вто​рой раз пе​ре​се​ка​ет ос​но​ва​ние BC в точке K.

а) До​ка​жи​те, что от​ре​зок BK боль​ше от​рез​ка CK.
б) Пусть указанная окружность пересекает сторону AB в точке N. Найдите AB, если BK = 18

и BN = 17.
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Ре​ше​ние.
а) Проведём медиану AE к основанию BC, поскольку треугольник ABC

— равнобедренный, медиана AE является биссектрисой и высотой. Проведём
MK, заметим, что ∠BKM = 90°, т. к. он вписанный и опирается на диаметр
окружности. Поэтому MK перпендикуляр к ВС. Тогда MK — средняя линия
AEС, и тогда КС = EК. Поскольку CE = 2CK, имеем: BK = 3CK, что и требо‐
ва​лось до​ка​зать.

б) За​ме​тим, что ∠BKM = ∠BNM = 90°, т. к. эти углы вписанные и опира‐
юте​ся на диа​метр. Тогда  (*), причём:

 
Под​став​ляя в (*), по​лу​ча​ем:

 

 
Тогда 

 
Ответ: а) до​ка​за​но, б) 18.
 
 
При​ведём дру​гое ре​ше​ние.

Пусть  Тогда   и пусть  тогда  По
свой​ству се​ку​щих имеем:
 

 
 
 
При​ведём дру​гое ре​ше​ние.

Пусть угол при вершине треугольника равен α. Тогда из треугольника ANM находим: 

 Поскольку из треугольника MKC:  и  по‐

лу​ча​ем урав​не​ние:

 
от​ку​да x = 16 (по​сто​рон​нее ре​ше​ние) или x = 18.
 
 
При​ведём дру​гое ре​ше​ние.

Из  из  тогда из урав​не​ния:  на‐

хо​дим: x = 16 (по​сто​рон​нее ре​ше​ние) или x = 18.
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15. За​да​ние 16 № 512338. Дана равнобедренная трапеция KLMN с основаниями KN и LM.
Окружность с центром O, построенная на боковой стороне KL как на диаметре, касается боко‐
вой сто​ро​ны MN и второй раз пересекает большее основание KN в точке H, точка Q — середина
MN.

а) До​ка​жи​те, что четырёхуголь​ник NQOH — па​рал​ле​ло​грамм.
б) Най​ди​те KN, если ∠LKN = 75° и LM = 1.
Ре​ше​ние.

а) Треугольник KOH равнобедренный и трапеция KLMN равнобедренная, поэтому
∠KHO = ∠OKH = ∠MNK. Значит, прямые OH и MN параллельны, а так как OQ — средняя
линия трапеции, то параллельны прямые OQ и KN. Противоположные стороны четырёхуголь‐
ни​ка NQOH по​пар​но па​рал​лель​ны, сле​до​ва​тель​но, NQOH — па​рал​ле​ло​грамм.

б) Пусть окруж​ность с цен​тром в точке O ра​ди​у​са R ка​са​ет​ся сто​ро​ны MN в точке P. В пря​‐
мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ках OPQ и KHL имеем
 

 
По​это​му

 

 
Пусть KH = x. По​сколь​ку тра​пе​ция KLMN рав​но​бед​рен​ная, KN = 2KH + LM; NH = KH + LM = x + 1.
Тогда

 

 
от​ку​да x = 1. Зна​чит, KN = 2x + 1 = 3.
 
Ответ: б) 3.

16. За​да​ние 16 № 512359. В треугольник ABC вписана окружность радиуса R, касающаяся
сто​ро​ны AC в точке M , причём AM = 2R и CM = 3R.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Найдите расстояние между центрами его вписанной и описанной окружностей, если из‐

вест​но, что R = 2 .
Ре​ше​ние.

а) Пусть вписанная окружность касается стороны BC в точке K. Обозначим BK = x. Пусть S —
пло​щадь тре​уголь​ни​ка, p — по​лу​пе​ри​метр. Тогда
 

 
С дру​гой сто​ро​ны, по фор​му​ле Ге​ро​на

 

 
Из уравнения  получаем, что R = x. Стороны треугольника

ABC равны 5R, 4R и 3R, следовательно, этот треугольник прямоугольный с прямым углом при
вер​ши​не B.

б) Пусть I и O — центры соответственно вписанной и описанной окружностей треугольника
ABC. Точка O — се​ре​ди​на ги​по​те​ну​зы AC = 5R = 10, и OM = AO − AM = 5 − 2R = 1.

Тогда

 
Ответ: б) 
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17. За​да​ние 16 № 512380. Дана равнобедренная трапеция KLMN с основаниями KN и LM.
Окружность с центром O, построенная на боковой стороне KL как на диаметре, касается боко‐
вой сто​ро​ны MN и второй раз пересекает большее основание KN в точке H, точка Q — середина
MN.

а) До​ка​жи​те, что четырёхуголь​ник NQOH — па​рал​ле​ло​грамм.
б) Най​ди​те KN, если ∠LKN = 75° и LM = 2.
Ре​ше​ние.

а) Треугольник KOH равнобедренный и трапеция KLMN равнобедренная, поэтому
∠KHO = ∠OKH = ∠MNK. Значит, прямые OH и MN параллельны, а так как OQ — средняя
линия трапеции, то параллельны прямые OQ и KN. Противоположные стороны четырёхуголь‐
ни​ка NQOH по​пар​но па​рал​лель​ны, сле​до​ва​тель​но, NQOH — па​рал​ле​ло​грамм.

б) Пусть окруж​ность с цен​тром в точке O ра​ди​у​са R ка​са​ет​ся сто​ро​ны MN в точке P. В пря​‐
мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ках OPQ и KHL имеем
 

 
По​это​му

 

 
Пусть KH = x. По​сколь​ку тра​пе​ция KLMN рав​но​бед​рен​ная, KN = 2KH + LM; NH = KH + LM = x + 2.
Тогда

 

 
от​ку​да x = 2. Зна​чит, KN = 2x + 2 = 6.
 
Ответ: б) 6.
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18. За​да​ние 16 № 512401. В треугольник ABC вписана окружность радиуса R, касающаяся
сто​ро​ны AC в точке M , причём AM = 5R и CM = 1,5R.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Найдите расстояние между центрами его вписанной и описанной окружностей, если из‐

вест​но, что R = 4.
Ре​ше​ние.

а) Пусть вписанная окружность касается стороны BC в точке K. Обозначим BK = x. Пусть S —
пло​щадь тре​уголь​ни​ка, p — по​лу​пе​ри​метр. Тогда
 

 
С дру​гой сто​ро​ны, по фор​му​ле Ге​ро​на

 

 
Из урав​не​ния  по​лу​ча​ем, что R = x. Сто​ро​ны тре​уголь​ни​ка ABC равны 6,5R, 6R

и 2,5R, сле​до​ва​тель​но, этот тре​уголь​ник пря​мо​уголь​ный с пря​мым углом при вер​ши​не B.
б) Пусть I и O — центры соответственно вписанной и описанной окружностей треугольника ABC. Точка O — середи‐

на ги​по​те​ну​зы AC = 6,5R = 26, и OM = CO − CM = 13 − 1,5R = 7.
Тогда

 
Ответ: б) 
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19. За​да​ние 16 № 503149. Две окружности касаются внешним образом в точке K. Прямая AB
касается первой окружности в точке A, а второй — в точке B. Прямая BK пересекает первую
окруж​ность в точке D, пря​мая AK пе​ре​се​ка​ет вто​рую окруж​ность в точке C.

а) До​ка​жи​те, что пря​мые AD и BC па​рал​лель​ны.
б) Найдите площадь треугольника AKB, если известно, что радиусы окружностей равны 4 и

1.
Ре​ше​ние.

Задание а). Обозначим центры окружностей  и  соответственно. Пусть общая каса‐
тельная, проведённая к окружностям в точке  пересекает  в точке  По свойству
касательных, проведённых из одной точки,  и .  Треугольник

 у которого медиана равна половине стороны, к которой она проведена, — прямо‐
уголь​ный.

Вписанный угол  прямой, поэтому о н опирается н а диаметр  Зна​чит, 
 Аналогично получаем, что  Следовательно, прямые  и  парал‐

лель​ны.
Задание б). Пусть, для определенности, первая окружность имеет радиус 4, а радиус

вто​рой равен 1.

Тре​уголь​ни​ки  и  по​доб​ны,  Пусть , тогда 

У треугольников  общая высота, следовательно,  то есть  Анало‐

гич​но,  Пло​щадь тра​пе​ции  равна 
Вычислим площадь трапеции  Проведём к  перпендикуляр  равный высоте трапеции, и найдём его

из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка 

Тогда

 
Сле​до​ва​тель​но,  от​ку​да  и 

 
Ответ: 3,2.
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20. За​да​ние 16 № 502296. В треугольник ABC вписана окружность радиуса R, касающаяся
сто​ро​ны AC в точке D, причём AD= R.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Вписанная окружность касается сторон AB и BC в точках E и F. Найдите площадь тре‐

уголь​ни​ка BEF, если из​вест​но, что R= 5 и CD =15.
Ре​ше​ние.
а) Пусть  — центр впи​сан​ной окруж​но​сти тре​уголь​ни​ка 

 

 
Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, значит,  — биссектриса угла  Треугольник 

 пря​мо​уголь​ный и рав​но​бед​рен​ный, по​это​му  Сле​до​ва​тель​но, 
 

б) Обозначим  По теореме о равенстве отрезков касательных, проведённых к окружности из одной точки, 
 и  По теореме Пифагора  или 

 Из этого урав​не​ния на​хо​дим, что  Тогда
 

Сле​до​ва​тель​но,

 
Ответ: 40.
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21. За​да​ние 16 № 502316. В треугольник ABC вписана окружность радиуса R, касающаяся
сто​ро​ны AC в точке D, причём AD = R.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Вписанная окружность касается сторон AB и BC в точках E и F. Найдите площадь тре‐

уголь​ни​ка BEF, если из​вест​но, что R = 2 и CD = 10.
Ре​ше​ние.
а) Пусть O — центр впи​сан​ной окруж​но​сти тре​уголь​ни​ка ABC.

 

 
Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, значит, AO — биссектриса угла BAC. Треугольник

AOD пря​мо​уголь​ный и рав​но​бед​рен​ный, по​это​му ∠OAD = 45°. Сле​до​ва​тель​но, ∠BAC = 90°.
б) Обозначим BF = x. По теореме о равенстве отрезков касательных, проведённых к окружности из одной точки,

AE = AD = 2, CF = CD = 10 и BE = BF = x. По теореме Пифагора BC2 = AC2 + AB2, или (10 + x)2 = 122 + (2 + x)2. Из этого
урав​не​ния на​хо​дим, что x = 3. Тогда
 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 

 

Ответ: 
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22. За​да​ние 16 № 503002. Биссектриса угла ADC параллелограмма ABCD пересекает прямую
AB в точке E. В треугольник ADE вписана окружность, касающаяся стороны AE в точке K и
сто​ро​ны AD в точке T.

а) До​ка​жи​те, что пря​мые KT и DE па​рал​лель​ны.
б) Най​ди​те угол BAD, если из​вест​но, что AD = 6 и KT = 3.
Ре​ше​ние.
а) Пря​мые AE и CD па​рал​лель​ны, a DE — бис​сек​три​са угла ADC, по​это​му ∠AED = ∠CDE = ∠ADE. Зна​чит, тре​уголь​‐

ник ADE равнобедренный, AD = АЕ. Отрезки АK и AT касательных, проведённых к окружности из точки A, равны, зна‐
чит, треугольник ATK также равнобедренный, причём угол при вершине A у этих треугольников общий. Поэтому
∠ATK = ∠ADE. Сле​до​ва​тель​но, KT || DE.

б) Пусть окруж​ность ка​са​ет​ся ос​но​ва​ния DE рав​но​бед​рен​но​го тре​уголь​ни​ка ADE в точке М. Тогда M — середина DE.
Обо​зна​чим DM = x. Тогда DT = DM = x, AT = AD − DT = 6 − x. Треугольник ATK подобен треугольнику ADE, поэтому 

 или  От​сю​да на​хо​дим, что x = 3. Тогда DE = 2х = 6, зна​чит, тре​уголь​ник ADE рав​но​сто​рон​ний.
Сле​до​ва​тель​но, ∠BAD = ∠EAD = 60°.
 
Ответ: 60°.

23. За​да​ние 16 № 503130. Биссектриса угла ADC параллелограмма ABCD пересекает прямую
AB в точке E. В треугольник ADE вписана окружность, касающаяся стороны AE в точке K и
сто​ро​ны AD в точке T.
 

а) До​ка​жи​те, что пря​мые KT и DE па​рал​лель​ны.
б) Най​ди​те угол BAD, если из​вест​но, что AD = 8 и KT = 4.
Ре​ше​ние.
а) Пря​мые AE и CD па​рал​лель​ны, a DE — бис​сек​три​са угла ADC, по​это​му ∠AED = ∠CDE = ∠ADE. Зна​чит, тре​уголь​‐

ник ADE равнобедренный, AD = АЕ. Отрезки АK и AT касательных, проведённых к окружности из точки A, равны, зна‐
чит, треугольник ATK также равнобедренный, причём угол при вершине A у этих треугольников общий. Поэтому
∠ATK = ∠ADE. Сле​до​ва​тель​но, KT || DE.

б) Пусть окруж​ность ка​са​ет​ся ос​но​ва​ния DE рав​но​бед​рен​но​го тре​уголь​ни​ка ADE в точке М. Тогда M — середина DE.
Обо​зна​чим DM = x. Тогда DT = DM = x, AT = AD − DT = 8 − x. Треугольник ATK подобен треугольнику ADE, поэтому 

 или  От​сю​да на​хо​дим, что x = 4. Тогда DE = 2х = 8, зна​чит, тре​уголь​ник ADE рав​но​сто​рон​ний.
Сле​до​ва​тель​но, ∠BAD = ∠EAD = 60°.
 
Ответ: 60°.
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24. За​да​ние 16 № 504546. На гипотенузу AB прямоугольного треугольника ABC опустили
вы​со​ту CH . Из точки H на ка​те​ты опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры HK и HE.

а) До​ка​жи​те, что точки A, B, K и E лежат на одной окруж​но​сти.
б) Най​ди​те ра​ди​ус этой окруж​но​сти, если AB = 12, CH = 5.
Ре​ше​ние.

а) Пред​по​ло​жим для опре​делённо​сти, что точка E лежит на ка​те​те BC, а точка K — на
ка​те​те AC. Про​ведём от​ре​зок KE и заметим, что он является гипотенузой прямоуголь‐
но​го тре​уголь​ни​ка KCE, по​доб​но​го тре​уголь​ни​ку BCА.

Рас​смот​рим углы четырёхуголь​ни​ка ABEK. Если ∠ABE = α то
 

, а 
 

Зна​чит,
 

 
Сумма двух про​ти​во​по​лож​ных углов в четырёхуголь​ни​ке 180°, сле​до​ва​тель​но, четырёхуголь​ник впи​сан в окруж​ность.

 
б) Ра​ди​ус окруж​но​сти, про​хо​дя​щей через точки A, B и E, равен

 

 
Из по​до​бия тре​уголь​ни​ков на​хо​дим

 

 от​ку​да 
 

Тогда

 
По​это​му

 
Сле​до​ва​тель​но, ис​ко​мый ра​ди​ус равен

 

 

Ответ: 
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25. За​да​ние 16 № 504567. На гипотенузу AB прямоугольного треугольника ABC опустили
вы​со​ту CH . Из точки H на ка​те​ты опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры HK и HE.

а) До​ка​жи​те, что точки A, B, K и E лежат на одной окруж​но​сти.
б) Най​ди​те ра​ди​ус этой окруж​но​сти, если AB = 24, CH = 7.
Ре​ше​ние.

а) Предположим для определённости, что точка E лежит на катете
BC, а точка K — на катете AC. Проведём отрезок KE и заметим,
что он является гипотенузой прямоугольного треугольника KCE,
по​доб​но​го тре​уголь​ни​ку BCА.

Рас​смот​рим углы четырёхуголь​ни​ка ABEK. Если ∠ABE = α, то
 

, а 
Зна​чит,

 

 
Сумма двух противоположных углов в четырёхугольнике 180°,

сле​до​ва​тель​но, четырёхуголь​ник впи​сан в окруж​ность.
 

б) Ра​ди​ус окруж​но​сти, про​хо​дя​щей через точки A, B и E, равен
 

 
Из по​до​бия тре​уголь​ни​ков на​хо​дим

 

 от​ку​да 
 

Тогда
 

 
По​это​му

 

 
Сле​до​ва​тель​но, ис​ко​мый ра​ди​ус равен

 

 

Ответ: 
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26. За​да​ние 16 № 504264. Две окружности пересекаются в точках P и Q. Прямая, проходящая
через точку P, второй раз пересекает первую окружность в точке A, а вторую — в точке D. Пря‐
мая, проходящая через точку Q параллельно AD, второй раз пересекает первую окружность в
точке B, а вто​рую — в точке C.

а) До​ка​жи​те, что четырёхуголь​ник ABCD — па​рал​ле​ло​грамм.
б) Найдите отношение CP : PB, если радиус первой окружности втрое больше радиуса вто‐

рой.
Ре​ше​ние.
а) Обо​зна​чим ∠BAD = ∠PAB = α. Поскольку ABQP и CDPQ

— впи​сан​ные четырёхуголь​ни​ки:
 

 

 

 
Зна​чит, ∠BAD + ∠ADC = 180°, и поэтому AB || CD. Противо‐

положные стороны четырёхугольника ABCD попарно параллель‐
ны, сле​до​ва​тель​но, это па​рал​ле​ло​грамм.
 

б) Пусть R — радиус второй (меньшей) окружности. Тогда ра‐
ди​ус боль​шей окруж​но​сти равен 3R. По тео​ре​ме си​ну​сов:
 

 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 

.
 

 
Ответ: CP : PB = 1 : 3.
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27. За​да​ние 16 № 505155. На диагонали параллелограмма взяли точку, отличную от её сере‐
ди​ны. Из неё на все сто​ро​ны па​рал​ле​ло​грам​ма (или их про​дол​же​ния) опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры.

а) Докажите, что четырёхугольник, образованный основаниями этих перпендикуляров, явля‐
ет​ся тра​пе​ци​ей.

б) Найдите площадь полученной трапеции, если площадь параллелограмма равна 16, а один
из его углов равен 60°.

Ре​ше​ние.
а) Возьмём на диа​го​на​ли AC па​рал​ле​ло​грам​ма ABCD точку O (не посе‐
редине) и проведём через неё перпендикуляры NL и KM к сторонам па‐
раллелограмма (см. рис.). Прямоугольные треугольники CKO и AMO
по​доб​ны.

Точно так же по​доб​ны тре​уголь​ни​ки CNO и ALO:
 

OK:OM = OC:OA = ON:OL.
Отсюда следует подобие треугольников ONK и OLM. Тогда накрес‐

тлежащие углы OML и OKN равны, а поэтому прямые NK и ML парал‐
лельны. Следовательно, четырёхугольник KLMN — параллелограмм
или тра​пе​ция.

Докажем, что это трапеция. Если KLMN — параллелограмм, то ON
= OL.

В этом слу​чае OC = OA, то есть O – се​ре​ди​на AC. Про​ти​во​ре​чие. Зна​чит, KLMN — тра​пе​ция.
б) Обо​зна​чим пло​щадь па​рал​ле​ло​грам​ма S, а его ост​рый угол – α. Угол между диа​го​на​ля​ми NL и KM тра​пе​ции KLMN

равен углу между пер​пен​ди​ку​ляр​ны​ми диа​го​на​лям пря​мы​ми BC и CD, то есть этот угол равен α.
По​это​му пло​щадь тра​пе​ции равна:

 

Под​став​ляя α = 60° и S = 16, по​лу​ча​ем, что пло​щадь тра​пе​ции равна
 

 
Ответ: 6.
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28. За​да​ние 16 № 505176. На диагонали параллелограмма взяли точку, отличную от её сере‐
ди​ны. Из неё на все сто​ро​ны па​рал​ле​ло​грам​ма (или их про​дол​же​ния) опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры.

а) Докажите, что четырёхугольник, образованный основаниями этих перпендикуляров, явля‐
ет​ся тра​пе​ци​ей.

б) Найдите площадь полученной трапеции, если площадь параллелограмма равна 24, а один
из его углов равен 45°.

Ре​ше​ние.
а) Возьмём на диагонали AC параллелограмма ABCD точку O (не
посередине) и проведём через неё перпендикуляры NL и KM к сто‐
ронам параллелограмма (см. рис.). Прямоугольные треугольники
CKO и AMO по​доб​ны.

Точно так же по​доб​ны тре​уголь​ни​ки CNO и ALO:
 

OK : OM = OC : OA = ON : OL.
 

Отсюда следует подобие треугольников ONK и OLM. Тогда на‐
крестлежащие углы OML и OKN равны, а поэтому прямые NK и
ML параллельны. Следовательно, четырёхугольник KLMN — па‐
рал​ле​ло​грамм или тра​пе​ция.

До​ка​жем, что это тра​пе​ция. Если KLMN — па​рал​ле​ло​грамм, то ON = OL.
В этом слу​чае OC = OA, то есть O — се​ре​ди​на AC. Про​ти​во​ре​чие. Зна​чит, KLMN — тра​пе​ция.
б) Обозначим площадь параллелограмма S, а его острый угол — α. Угол между диагоналями NL и KM трапеции

KLMN равен углу между пер​пен​ди​ку​ляр​ны​ми диа​го​на​лям пря​мы​ми BC и CD, то есть этот угол равен α.
По​это​му пло​щадь тра​пе​ции равна:

 

 
Под​став​ляя α = 45° и S = 24, по​лу​ча​ем, что пло​щадь тра​пе​ции равна

 

 
Ответ: 6.
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29. За​да​ние 16 № 505239. В равнобедренном треугольнике ABC с углом 120° при вершине A
проведена биссектриса BD. В треугольник ABC вписан прямоугольник DEFH так, что сторона
FH лежит на от​рез​ке BC, а вер​ши​на E —  на от​рез​ке AB.

а) До​ка​жи​те, что FH = 2DH.
б) Най​ди​те пло​щадь пря​мо​уголь​ни​ка DEFH, если AB = 4.
Ре​ше​ние.
а) Пусть P — основание перпендикуляра, опущенного из точки D на

пря​мую AB, тогда DH = DP.
В рав​но​бед​рен​ном тре​уголь​ни​ке EAD, ∠AED = 30°.

В прямоугольном треугольнике EPD,  откуда получаем,
что FH = 2DH.

б) Пусть AM — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC — пе​ре​се​ка​ет ED в точке N.
Тогда

 
Пусть DH = EF = x, тогда FH = ED = 2x. Тре​уголь​ни​ки ABC и AED по​доб​ны, сле​до​ва​тель​но

 

 
Зна​чит, пло​щадь пря​мо​уголь​ни​ка DEFH равна

 

 
Ответ: 

30. За​да​ние 16 № 505249. В равнобедренном треугольнике ABC с углом 120° при вершине A
проведена биссектриса BD. В треугольник ABC вписан прямоугольник DEFH так, что сторона
FH лежит на сто​ро​не BC, а вер​ши​на E —  на сто​ро​не AB.

а) До​ка​жи​те, что FH = 2DH.
б) Най​ди​те пло​щадь пря​мо​уголь​ни​ка DEFH, если AB = 2.
Ре​ше​ние.

а) Пусть P — основание перпендикуляра, опущенного из точки D на пря‐
мую AB, тогда DH = DP.

В рав​но​бед​рен​ном тре​уголь​ни​ке EAD: ∠AED = 30°.

В прямоугольном треугольнике EPD:  откуда получаем,
что FH = 2DH.

б) Пусть AM — высота треугольника ABC — пересекает ED в точке N.
Тогда
 

 
Пусть DH = EF = x, тогда FH = ED = 2x. Тре​уголь​ни​ки ABC и AED по​доб​ны, сле​до​ва​тель​но

 

 
Зна​чит, пло​щадь пря​мо​уголь​ни​ка DEFH равна

 

Ответ: 
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31. За​да​ние 16 № 505389. Дан четырёхуголь​ник ABCD.
а) Докажите, что отрезки LN и KM, соединяющие середины его противоположных сторон,

делят друг друга по​по​лам.
б) Най​ди​те пло​щадь четырёхуголь​ни​ка ABCD, если ,  
Ре​ше​ние.

а) Пусть K, L, M и N — се​ре​ди​ны сто​рон AB, BC, CD и AD четырёхугольника ABCD соот‐
ветственно. Тогда KL и MN — средние линии треугольников ABC и ADC. Значит, 

 и KL || AC || MN, поэтому KLMN — параллелограмм. Его диагонали
KM и LN делят друг друга по​по​лам, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) В тре​уголь​ни​ке KLM имеем:
 

 
Значит, KL = 9. Тогда KM2 = KL2 + LM2, поэтому треугольник KLM прямоугольный

треугольник с прямым углом при вершине L. Четырёхугольник KLMN — прямоугольник,
по​это​му
 

 

Отрезок KL является средней линией треугольника ABC, поэтому  Аналогично 
Тогда, имеем:

 

Где S — ис​ко​мая пло​щадь четырёхуголь​ни​ка ABCD. Ана​ло​гич​но  По​это​му
 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 
Ответ: 
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32. За​да​ние 16 № 505410. Дан четырёхуголь​ник ABCD.
а) Докажите, что отрезки LN и KM, соединяющие середины его противоположных сторон,

делят друг друга по​по​лам.
б) Най​ди​те пло​щадь четырёхуголь​ни​ка ABCD, если 
Ре​ше​ние.

а) Пусть K, L, M и N — середины сторон AB, BC, CD и AD четырёхугольника ABCD
со​от​вет​ствен​но. Тогда KL и MN — сред​ние линии тре​уголь​ни​ков ABC и ADC. Зна​чит,

 и KL || AC || MN, поэтому KLMN — параллелограмм. Его диаго‐
на​ли KM и LN делят друг друга по​по​лам, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) В тре​уголь​ни​ке KLM имеем:
 

 
Зна​чит,  Тогда KM2 = KL2 + LM2, поэтому треугольник KLM прямо‐

угольный треугольник с прямым углом при вершине L. Четырёхугольник KLMN —
пря​мо​уголь​ник, по​это​му
 

 
Пусть искомая площадь четырёхугольника ABCD равна S. Отрезок KL является средней линией треугольника ABC,

по​это​му  Ана​ло​гич​но  Тогда, имеем:

 

Где  — ис​ко​мая пло​щадь четырёхуголь​ни​ка  Ана​ло​гич​но  По​это​му
 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 
Ответ: 
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33. За​да​ние 16 № 505419. Высоты BB1 и CC1 остроугольного треугольника ABC пересекают‐
ся в точке H.

а) До​ка​жи​те, что ∠AHB1 = ∠ACB.
б) Най​ди​те BC, если  и ∠BAC = 60°.
Ре​ше​ние.

а) В четырёхугольнике AC1HB1 углы C1 и B1 — прямые, следовательно, около этого
четырёхугольника можно описать окружность, причём AH — её диаметр. Вписанные углы
AC1B1 и AHB1 опи​ра​ют​ся на одну дугу, сле​до​ва​тель​но, ∠ AHB1 = ∠AC1B1.

Углы BC1C и BB1C — пря​мые, зна​чит, точки B, C, B1 и C1 лежат на окружности с диаметром
BC. Сле​до​ва​тель​но,
 

 
По​лу​ча​ем, что ∠ACB = ∠AHB1.

б) В тре​уголь​ни​ке AB1C1 диа​метр опи​сан​ной окруж​но​сти  от​ку​да
 

 
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке BB1A имеем:

 

 
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке CC1A имеем:

 

 

Получаем, что  Треугольники ABC и AB1C1 имеют общий угол A и  следовательно, они

по​доб​ны. Тогда  Зна​чит, BC = 2B1C1 = 24.

 
Ответ: 24.
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34. За​да​ние 16 № 505425. Высоты BB1 и CC1 остроугольного треугольника ABC пересекают‐
ся в точке H.

а) До​ка​жи​те, что ∠AHB1 = ∠ACB.
б) Най​ди​те BC, если AH = 4 и ∠BAC = 60°.
Ре​ше​ние.

а) В четырёхугольнике AC1HB1 углы C1 и B1 — прямые, следовательно, около этого
четырёхугольника можно описать окружность, причём AH — её диаметр. Вписанные углы AC1B1
и AHB1 опи​ра​ют​ся на одну дугу, сле​до​ва​тель​но, ∠ AHB1 = ∠AC1B1.

Углы BC1C и BB1C — прямые, значит, точки B, C, B1 и C1 лежат на окружности с диаметром
BC. Сле​до​ва​тель​но,
 

 
По​лу​ча​ем, что ∠ACB = ∠AHB1.
б) В тре​уголь​ни​ке AB1C1 диа​метр опи​сан​ной окруж​но​сти AH = 4, от​ку​да

 

 
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке BB1A имеем:

 

 
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке CC1A имеем:

 

 

Получаем, что  Треугольники ABC и AB1C1 имеют общий угол A и  следовательно, они

по​доб​ны. Тогда  Зна​чит,

 

 
Ответ: 
 
При​ведём дру​гое ре​ше​ние.

а) Поскольку AA1 — перпендикуляр к ВС, а BB1 — перпендикуляр к AС (см. рис.), углы
AHB1 и ACB равны как углы со вза​им​но пер​пен​ди​ку​ляр​ны​ми сто​ро​на​ми.

б) Сторона треугольника, величина противолежащего ей угла и отрезок высоты, проведённой
из вершины этого угла в точку пересечения высот треугольника, связаны соотношением: 

 от​ку​да 
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35. За​да​ние 16 № 505473. В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке ABC про​ве​ли вы​со​ту BH из точки H
на сто​ро​ны AB и BC опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры HK и HM со​от​вет​ствен​но.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник MBK по​до​бен тре​уголь​ни​ку ABC.
б) Найдите отношение площади треугольника MBK к площади четырёхугольника AKMC,

если BH = 2, а ра​ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC равен 4.
Ре​ше​ние.

а) Пусть угол BAC = α. Углы BAC и KHB равны, как углы с взаимно перпенди‐
кулярными сторонами. Рассмотрим четырёхугольник BKHM
∠BKH + ∠BMH = 90° + 90° = 180°, следовательно, четырёхугольник BKHM
вписан в окружность. Значит, углы KHB и KMB — вписанные, опирающиеся на
одну и ту же дугу, следовательно, они равны. Таким образом,
∠BAC = ∠KHB = ∠KMB. Треугольники ABC и MBK имеют общий угол B и
∠BAC = ∠KMB, зна​чит, эти тре​уголь​ни​ки по​доб​ны по двум углам.
 

б) Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BKH находим, что 

Для треугольника ABC справедливо равенство  Учитывая,

что ∠KHB = ∠BAC получаем:  Стороны BC и BK — сходствен‐

ные в подобных треугольниках ABC и MBK, следовательно, их коэффициент подобия  Найдём от‐
но​ше​ние пло​ща​ди тре​уголь​ни​ка MBK к пло​ща​ди четырёхуголь​ни​ка AKMC:
 

 

Ответ: 
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36. За​да​ние 16 № 505495. В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке ABC про​ве​ли вы​со​ту BH из точки H
на сто​ро​ны AB и BC опу​сти​ли пер​пен​ди​ку​ля​ры HK и HM со​от​вет​ствен​но.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник MBK по​до​бен тре​уголь​ни​ку ABC.
б) Найдите отношение площади треугольника MBK к площади четырёхугольника AKMC,

если BH = 1, а ра​ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC равен 4.
Ре​ше​ние.

а) Пусть угол BAC = α. Углы BAC и KHB равны, как углы с взаимно перпендикуляр‐
ными сторонами. Рассмотрим четырёхугольник BKHM
∠BKH + ∠BMH = 90° + 90° = 180°, следовательно, четырёхугольник BKHM вписан
в окружность. Значит, углы KHB и KBM — вписанные, опирающиеся на одну и ту
же дугу, следовательно, они равны. Таким образом, &angBAC = ∠KHB = ∠KMB.
Тре​уголь​ни​ки ABC и MBK имеют общий угол B и ∠BAC = ∠KMB, значит, эти тре‐
уголь​ни​ки по​доб​ны по двум углам.
 

б) Из прямоугольного треугольника BKH находим, что  Для

треугольника ABC справедливо равенство  Учитывая, что 

 получаем:  Стороны BC и BK — сходственные в подобных треугольниках ABC и MBK,

следовательно, их коэффициент подобия  Найдём отношение площади треугольника MBK к пло‐
ща​ди четырёхуголь​ни​ка AKMC:
 

 

Ответ: 

37. За​да​ние 16 № 505537. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Из​вест​но, что AC = 3MB.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC пря​мо​уголь​ный.
б) Най​ди​те сумму квад​ра​тов ме​ди​ан AA1 и CC1, если из​вест​но, что AC = 10.
Ре​ше​ние.

Из​вест​но, что ме​ди​а​ны де​лят​ся точ​кой пе​ре​се​че​ния в от​но​ше​нии 2:1, счи​тая от вер​ши​ны. Зна​чит,
 

 
Поэтому треугольники AB1B и CB1B равнобедренные, причём ∠B1AB = ∠ABB1 и

∠B1CB = ∠CBB1. Сумма всех этих четырёх углов равна 180°. Тогда
∠ABC = ∠ABB1 + ∠CBB1 = 90°. Сле​до​ва​тель​но, тре​уголь​ник ABC — пря​мо​уголь​ный.

б) Тре​уголь​ник A1BA пря​мо​уголь​ный. По​это​му
 

 
Ана​ло​гич​но из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка C1BC на​хо​дим:

 

 
Ответ: 125.
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38. За​да​ние 16 № 504418. На сторонах AD и BC параллелограмма ABCD взяты соответствен‐
но точки M и N , причём M — се​ре​ди​на AD, а BN : NC = 1 : 3.

а) До​ка​жи​те, что пря​мые AN и AC делят от​ре​зок BM на три рав​ные части.
б) Найдите площадь четырёхугольника, вершины которого находятся в точках С, N и точках

пе​ре​се​че​ния пря​мой BM c пря​мы​ми AN и AC , если пло​щадь па​рал​ле​ло​грам​ма ABCD равна 48.
Ре​ше​ние.

а) Обозначим точки пересечения прямой BM c прямыми AN и AC буквами P и R со‐
от​вет​ствен​но.
 

Пусть O – точка пересечения диагоналей параллелограмма. Тогда AO и BM —
ме​ди​а​ны тре​уголь​ни​ка ABD, зна​чит,
 

 
Из по​до​бия тре​уголь​ни​ков BPN и MPA на​хо​дим, что

 

 

Зна​чит,  Из до​ка​зан​но​го сле​ду​ет, что 
 

б) Пусть пло​щадь па​рал​ле​ло​грам​ма равна S . Из по​до​бия тре​уголь​ни​ков MRA и BRC с ко​эф​фи​ци​ен​том  сле​ду​ет, что

высота треугольника BRC, проведённая к стороне BC, составляет  высоты параллелограмма, проведённой к той же сто‐
ро​не. Сле​до​ва​тель​но, пло​щадь тре​уголь​ни​ка BRC равна
 

 

Аналогично найдём площадь треугольника BNP . Его высота, проведённая к BN , составляет  высоты параллело‐
грам​ма, про​ведённой к сто​ро​не BC , а сама сто​ро​на BN в че​ты​ре раза мень​ше сто​ро​ны па​рал​ле​ло​грам​ма BC. По​это​му
 

 
Сле​до​ва​тель​но, пло​щадь четырёхуголь​ни​ка PRCN равна

 

 
Ответ: 14.

2016-03-21 31/36

Образовательный портал «РЕШУ ЕГЭ» (http://математика.решуегэ.рф)

http://xn--80aaasqmjc6cd.xn--c1ada6bq3a2b.xn--p1ai


39. За​да​ние 16 № 504439. Точка M — се​ре​ди​на сто​ро​ны AD па​рал​ле​ло​грам​ма ABCD . Из вер‐
ши​ны A про​ве​де​ны два луча, ко​то​рые раз​би​ва​ют от​ре​зок BM на три рав​ные части.

а) До​ка​жи​те, что один из лучей со​дер​жит диа​го​наль па​рал​ле​ло​грам​ма.
б) Найдите площадь четырёхугольника, ограниченного двумя проведёнными лучами и пря‐

мы​ми BD и BC , если пло​щадь па​рал​ле​ло​грам​ма ABCD равна 40.
Ре​ше​ние.

а) Обо​зна​чим точки пе​ре​се​че​ния лучей с от​рез​ком BM — бук​ва​ми P и R (см. ри​су​нок), и
пусть O — точка пересечения диагоналей параллелограмма, а N — точка пересечения
луча AP и пря​мой BC.

Точка R делит ме​ди​а​ну BM тре​уголь​ни​ка ABD в от​но​ше​нии 2 :1 счи​тая от B. Сле​до​‐
ва​тель​но, R лежит на медиане AO этого треугольника, то есть луч AR содержит диаго‐
наль AC .
 

б) Пусть L — точка пе​ре​се​че​ния AN и BD. Нужно найти площадь четырёхугольника

LNCO. Пусть площадь параллелограмма равна S . Площадь треугольника BOC равна  Найдём площадь тре‐
уголь​ни​ка BNL . Из по​до​бия тре​уголь​ни​ков BPN и MPA сле​ду​ет, что
 

от​ку​да

 
Теперь из подобия треугольников BNL и DAL следует, что их соответствующие высоты относятся как 1:4 , а поэтому

вы​со​та тре​уголь​ни​ка BNL, про​ведённая к BN, со​став​ля​ет  вы​со​ты па​рал​ле​ло​грам​ма, про​ведённой к сто​ро​не BC.
По​это​му

 
Сле​до​ва​тель​но, пло​щадь четырёхуголь​ни​ка LNCO равна

 

 
Ответ: 9.
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40. За​да​ние 16 № 504832. Окружность с центром O, вписанная в треугольник ABC, касается
сто​ро​ны BC в точке P и пересекает отрезок BO в точке Q. При этом отрезки OC и QP параллель‐
ны.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник ABC ― рав​но​бед​рен​ный тре​уголь​ник.
б) Найдите площадь треугольника BQP, если точка O делит высоту BD треугольника в отно‐

ше​нии BO : OD = 3 : 1 и AC = 2a.
Ре​ше​ние.

Пусть луч BO пересекает сторону AC в точке D. Введем следующие обозначения:
∠BCO = ∠DCO = α, ∠COP = x. Прямые OC и QP параллельны, а углы COP и OPQ ―
накрест лежащие при пересечении прямых PQ и OC секущей OP, следовательно

∠OPQ = x. Далее, из прямоугольного треугольника OPC на​хо​дим , а из рав‐
нобедренного треугольника OPQ находим ∠POQ = π − 2x = 2α. Таким образом, тре‐
уголь​ни​ки BOP и BCD подобны, и, значит, биссектриса BD треугольника ABC является
его высотой, откуда следует, что треугольник ABC ― равнобедренный треугольник, что
и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) От​ре​зок CO ― бис​сек​три​са тре​уголь​ни​ка BCD, сле​до​ва​тель​но:
 

 
от​ку​да BC = 3DC = 3a.

Далее CP = DC = a, зна​чит, BP = 2a и, сле​до​ва​тель​но,  От​ку​да
 

 ,
 

сле​до​ва​тель​но 
По фор​му​ле Ге​ро​на на​хо​дим:

 

 

Зна​чит, 
 

Ответ: 
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41. За​да​ние 16 № 504853. Дан равнобедренный треугольник ABC с основанием AC. Вписан‐
ная в него окружность с центром O касается боковой стороны BC в точке P и пересекает биссек‐
три​су угла B в точке Q.

а) До​ка​жи​те, что от​рез​ки PQ и OC па​рал​лель​ны.
б) Найдите площадь треугольника OBC, если точка O делит высоту BD треугольника в отно‐

ше​нии BO : OD = 3 : 1 и AC = 2m.
Ре​ше​ние.
Пусть отрезок BD — высота данного треугольника. Тогда O ∈ BD в силу того, что

ABC — равнобедренный треугольник. Введем следующие обозначения:
∠BCO = ∠DCO = α, ∠COP = x, ∠OPQ = y, Пря​мо​уголь​ные тре​уголь​ни​ки BOP и BCD по​‐
добны, следовательно ∠BOP = 2α. Из прямоугольного треугольника OPC находим 

 а из равнобедренного треугольника OPQ находим 
Углы COP и OPQ ― на​крест ле​жа​щие при пе​ре​се​че​нии пря​мых PQ и OC се​ку​щей OP, зна​‐
чит, от​рез​ки PQ и OC па​рал​лель​ны, что и тре​бо​ва​лось до​ка​зать.

б) От​ре​зок CO ― бис​сек​три​са тре​уголь​ни​ка BCD, сле​до​ва​тель​но:
 

 
От​ку​да BC = 3DC = 3m.

CP = DC = m, зна​чит, BP = 2m и, сле​до​ва​тель​но:
 

 

От​ку​да  По фор​му​ле Ге​ро​на на​хо​дим:
 

 

от​ку​да 
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42. За​да​ние 16 № 505431. Около равнобедренного треугольника ABC с ос​но​ва​ни​ем BC описа‐
на окружность. Через точку C провели прямую, параллельную стороне AB. Касательная к
окруж​но​сти, про​ведённая в точке B, пе​ре​се​ка​ет эту пря​мую в точке K.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник BCK — рав​но​бед​рен​ный.
б) Найдите отношение площади треугольника ABC к площади треугольника BCK, если 

Ре​ше​ние.
а) Угол KBC равен углу BAC как угол между ка​са​тель​ной и хор​дой. Пря​мые AB и CK па​рал​‐
лель​ны. Сле​до​ва​тель​но, ∠ABC = ∠BCK. Получаем, что треугольники ABC и BCK подобны.
Сле​до​ва​тель​но,
 

 
Зна​чит, тре​уголь​ник BCK — рав​но​бед​рен​ный.

б) Треугольники ABC и BCK подобны, коэффициент подобия равен  Отношение

пло​ща​дей  В тре​уголь​ни​ке ABC имеем:

 

 

 
Ответ: 2.

43. За​да​ние 16 № 505536. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке
M. Точки A2, B2 и C2 — се​ре​ди​ны от​рез​ков MA, MB и MC со​от​вет​ствен​но.

а) Докажите, что площадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 вдвое меньше площади треуголь‐
ни​ка ABC.

б) Найдите сумму квадратов всех сторон этого шестиугольника, если известно, что AB = 4,
BC = 7 и AC = 8.
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Ре​ше​ние.
а) Обозначим площадь треугольника ABC через S. Из рисунка видно, что пло‐
щадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 равна
SA1B1C1

 + SB1C1A2
 + SA1C1B2

 + SA1B1C2
. Поскольку треугольник A1B1C1 подобен

треугольнику ABC c коэффициентом 0,5, его площадь равна  Пусть K —
точка пересечения медианы AA1 и средней линии B1C1. Медиана и средняя
линия делят друг друга пополам, поскольку они являются диагоналями паралле‐

ло​грам​ма AB1A1C1. От​ку​да  AK — ме​ди​а​на тре​уголь​ни​ка AB1C1. За​ме​тим, что

 
то есть точка A2 делит медиану AK треугольника AB1C1 в отношении 2 : 1. Значит, это точка пересечения медиан тре‐

уголь​ни​ка AB1C1. Пло​щадь тре​уголь​ни​ка B1C1A2 равна трети пло​ща​ди тре​уголь​ни​ка AB1C1, то есть равна 

Аналогично площади треугольников A1C1B2 и A1B1C2 равны  Откуда площадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 равна

 
б) Пусть длины сто​рон BC, AC, AB тре​уголь​ни​ка ABC равны a, b, c. До​ка​жем,

что квадрат медианы AA1 равен  Для доказательства на про‐
должении отрезка AA1 за точку A1 отложим отрезок A1P = AA1. Получим парал‐
ле​ло​грамм ACPB со сторонами AC = PB = b и AB = CP = c и диагоналями BC = a
и AP = 2AA1. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадра‐
тов его сто​рон:
 

 

Аналогично  а  Пусть L — середина отрезка AB1. По‐
скольку A2 — точка пересечения медиан треугольника AB1C1, она лежит на отрезке C2L и делит его в отношении 2 : 1,

считая от точки C1. Значит,  Но треугольники AB1C1 и ABC подобны с коэффициентом 1/2, поэтому 

 и  По​вто​ряя те же рас​суж​де​ния для тре​уголь​ни​ка A1B1C по​лу​ча​ем, что от​ре​зок A1C2 равен

 Применяя аналогичные рассуждения, получим что стороны шестиугольника втрое меньше медиан треугольника

ABC:   Следовательно, сумма квадратов сторон шестиугольника
равна:
 

 

Под​став​ляя чис​ло​вые зна​че​ния по​лу​ча​ем, что сумма квад​ра​тов шести сто​рон тре​уголь​ни​ка равна 
Ответ: 21,5.
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