
Угол между пря​мой и плоскостью

1. За​да​ние 14 № 507576. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 найдите угол
между плос​ко​стью A1BC и пря​мой BC1, если AA1 = 8, AB = 6, BC = 15.

Ре​ше​ние.
Се​че​ние плос​ко​стью A1BC есть пря​мо​уголь​ник A1BCD1
Из точки C1 про​ве​дем пер​пен​ди​ку​ляр C1H к CD1. BH — проекция BC1 на плоскость A1BC. Значит, нужно найти угол

C1BH.

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке D1C1C на​хо​дим: 

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке BCC1 на​хо​дим: 

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке C1HB на​хо​дим: 

 

Ответ: 

2. За​да​ние 14 № 507611. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, у которого
AA1 = 4, A1D1 = 6, C1D1 = 6, найдите тангенс угла между плоскостью ADD1 и прямой EF, про‐
хо​дя​щей через се​ре​ди​ны ребер AB и B1C1.

Ре​ше​ние.
Найдем угол между прямой EF и плоскостью BB1C1C. Точка B — проекция точки E на

эту плоскость. Искомый угол есть    

 

Ответ: 
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3. За​да​ние 14 № 507621. В правильной треугольной пирамиде  с основанием  из‐
вестны рёбра:  Найдите угол, образованный плоскостью основания и пря‐
мой, про​хо​дя​щей через се​ре​ди​ны рёбер  и 

Ре​ше​ние.
Пусть  и  — середины рёбер  и  соответственно. Прямая  проектируется на
плоскость основания в прямую  Поэтому проекция точки  — точка  — лежит на
отрезке  Значит, прямая  является проекцией прямой  следовательно, угол 

 — искомый. Заметим, что  где  — центр основания, значит, 
— сред​няя линия тре​уголь​ни​ка  а по​это​му  — се​ре​ди​на 

Тогда  и  Из прямоуголь‐

но​го тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:
 

 

Из прямоугольного треугольника  находим:  Значит, искомый угол равен 

 

Ответ: 
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4. За​да​ние 14 № 484559. В правильной треугольной пирамиде  с основанием  из‐
вестны ребра  Найдите угол, образованный плоскостью основания и прямой,
про​хо​дя​щей через се​ре​ди​ны ребер  и 

Ре​ше​ние.
Пусть  и  — середины ребер  и  соответственно.  — медиана правильного треугольника  следо‐

ва​тель​но, на​хо​дит​ся по фор​му​ле  Пря​мая  про​еци​ру​ет​ся на плос​кость ос​но​ва​ния и пря​мую 

Поэтому проекция точки  — точка  — лежит на отрезке  Значит, прямая  является проекцией прямой 
сле​до​ва​тель​но, угол  — ис​ко​мый.
 

 где  — центр основания, значит,  — средняя линия треугольника  поэтому 

Тогда  и  Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:

 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:
 

Зна​чит, ис​ко​мый угол равен 

Ответ: 

5. За​да​ние 14 № 507657. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, у которого
AA1 = 3, AD = 8, AB = 6, най​ди​те угол между плос​ко​стью ADD1 и пря​мой EF, про​хо​дя​щей через
се​ре​ди​ны рёбер AB и B1C1.

Ре​ше​ние.
Найдём угол между прямой  и плоскостью  которая параллельна
плос​ко​сти  Точка  — проекция точки  на эту плоскость. Искомый
угол равен углу  Найдём тан​генс угла 
 

 

Ответ: 
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6. За​да​ние 14 № 507660. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1, у которого AB
= 10, BC = 12, CC1 = 6,5; найдите угол между плоскостью ABC и прямой EF, проходящей через
се​ре​ди​ны рёбер AA1 и C1D1.

Ре​ше​ние.
Найдём угол между прямой  и плоскостью грани  которая па‐
рал​лель​на плос​ко​сти  Точка  — проекция точки  на эту плоскость.
Ис​ко​мый угол равен углу  Найдём тан​генс угла 
 

 

Ответ: 

7. За​да​ние 14 № 507703. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 найдите угол
между плос​ко​стью AA1C и пря​мой A1B, если AA1 = 3, AB = 4, BC = 4.

Ре​ше​ние.
Из точки B проведём перпендикуляр  к   — проекция  на плоскость 

 Значит, нужно найти угол  В прямоугольном треугольнике  нахо‐
дим:  В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  на​хо​дим:  В пря​мо​‐

уголь​ном тре​уголь​ни​ке  на​хо​дим: 

 

Ответ: 
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8. За​да​ние 14 № 505535. В правильной треугольной пирамиде  с основанием  из‐
вестны ребра  Найдите угол, образованный плоскостью основания и пря‐
мой, про​хо​дя​щей через се​ре​ди​ны ребер  и 

Ре​ше​ние.
Пусть  и  — середины ребер  и  соответственно.  — медиана правиль‐
ного треугольника  следовательно, находится по формуле 

 Прямая  проецируется на плоскость основания и прямую 

 Поэтому проекция точки  — точка  — лежит на отрезке  Значит, пря‐
мая  яв​ля​ет​ся про​ек​ци​ей пря​мой  сле​до​ва​тель​но, угол  — ис​ко​мый.

 где  — центр ос​но​ва​ния, зна​чит,  — сред​няя линия тре​уголь​ни​ка 

 поэтому  Тогда  и 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:
 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:

 

Зна​чит, ис​ко​мый угол равен 

Ответ: 

9. За​да​ние 14 № 485934. Основанием прямой призмы  является равнобедренный
треугольник  Высота призмы равна 3. Найдите угол между прямой

 и плос​ко​стью 
Ре​ше​ние.

По​сколь​ку приз​ма  прямая, то высота  треугольника  перпендику‐
лярна плоскости  Поэтому прямая  — проекция прямой  на плоскость 
Зна​чит, ис​ко​мый угол равен углу 

Так как   имеем:  

От​сю​да  Сле​до​ва​тель​но, 

 

Ответ: 
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10. За​да​ние 14 № 485943. Основанием прямой призмы  является прямоугольный
тре​уголь​ник  с гипотенузой  и катетом  Высота призмы равна  Найдите
угол между пря​мой  и плос​ко​стью 

Ре​ше​ние.
Поскольку призма  прямая, то высота  треугольника  пер‐
пендикулярна плоскости  Поэтому прямая  — проекция прямой  на
плос​кость  Зна​чит, ис​ко​мый угол равен углу 

Так как  то

 

Рассмотрим прямоугольный треугольник  

Ответ: 

11. За​да​ние 14 № 500024. В прямоугольном параллелепипеде  известны 
 Най​ди​те угол между пря​мой  и плос​ко​стью 

Ре​ше​ние.
Плос​ко​сти  и  перпендикулярны. Перпендикуляр из точки  к плоскости 

 лежит в плоскости  и пересекает прямую  в точке . Значит, искомый

угол равен углу . В прямоугольном треугольнике  катет , ги‐

по​те​ну​за . По​это​му
 

.

 

Тогда .

 

Ответ: .

 
При​ме​ча​ние.

Воз​мож​ны дру​гие формы от​ве​та: .
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12. За​да​ние 14 № 500025. В прямоугольном параллелепипеде , известны 
, . Най​ди​те угол между пря​мой  и плос​ко​стью .

Ре​ше​ние.
Плоскости  и  перпендикулярны. Перпендикуляр из точки  к плоскости  лежит в плоскости 

 и пересекает прямую  в точке . Значит, искомый угол равен углу . В прямоугольном треугольнике 
 с ка​те​том  и ги​по​те​ну​зой  имеем:

 

.

 
Сле​до​ва​тель​но,

 

 

Ответ: .

 
При​ме​ча​ние.

Воз​мож​ны дру​гие формы за​пи​си от​ве​та:
 

.

 
 

13. За​да​ние 14 № 504565. Высота  правильной треугольной пирамиды  составляет 

от высоты  боковой грани  Найдите угол между плоскостью основания пирамиды и её
бо​ко​вым реб​ром.

Ре​ше​ние.
Пусть  и 
Тогда

 

 
Из тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:

 

 

Тогда ис​ко​мый угол равен 

 

Ответ: 
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14. За​да​ние 14 № 504544. Высота  правильной треугольной пирамиды  составляет 

от высоты  боковой грани  Найдите угол между плоскостью основания пирамиды и её
бо​ко​вым реб​ром.

Ре​ше​ние.
Пусть  и  Тогда

 

 
Из тре​уголь​ни​ка  на​хо​дим:

 

Тогда ис​ко​мый угол равен 

 

Ответ: 

15. За​да​ние 14 № 501125. В правильной шестиугольной призме ABCDEFA'B'C'D'E'F' все
ребра равны 1. Най​ди​те угол между пря​мой AC' и плос​ко​стью ACD'.
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Ре​ше​ние.
Введем прямоугольную систему координат, как показано на рисунке. В этой системе ко‐
ор​ди​нат:
 

 от​ку​да 

 
Плоскость  проходит через начало координат, ее уравнение имеет вид 

 Для ко​ор​ди​нат точек  и  имеем си​сте​му урав​не​ний:
 

 
Не теряя общности, положим  тогда  Уравнение плоскости : 

век​тор нор​ма​ли к ней  Тогда ис​ко​мый угол между пря​мой  и плос​ко​стью  равен
 

Ответ: 

 
При​ве​дем дру​гое ре​ше​ние.

 — ис​ко​мый, так как это угол между пря​мой и ее про​ек​ци​ей  
так как  в силу того, что  и 

Рас​смот​рим 

 (т. к.  — диа​го​наль квад​ра​та )

Ответ: 
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16. За​да​ние 14 № 484564. В правильном тетраэдре  найдите угол между медианой 
грани  и плос​ко​стью 

Ре​ше​ние.
Пусть, ребро тетраэдра  — высота грани   — центр треугольника   — средняя линия тре‐

уголь​ни​ка  Тогда  зна​чит,  и, сле​до​ва​тель​но,  — ис​ко​мый.
 

Кроме того,  от​ку​да 

Далее имеем:

Ответ: 

17. За​да​ние 14 № 484568. Длины всех ребер правильной четырёхугольной пирамиды PABCD
с вершиной P равны между собой. Найдите угол между прямой BM и плоскостью BDP, если
точка M — се​ре​ди​на бо​ко​во​го ребра пи​ра​ми​ды AP.

Ре​ше​ние.
Пусть от​ре​зок  — вы​со​та пи​ра​ми​ды  от​ре​зок  — сред​няя линия тре​уголь​ни​ка  (см. ри​су​нок).
По​сколь​ку  — пра​виль​ная пи​ра​ми​да, точка  — центр квад​ра​та  зна​чит,  и  от​‐

куда  Но,  следовательно,  Таким образом, прямая  — проекция прямой  на
плоскость  значит, угол между прямой  и плоскостью  равен углу между прямой  и прямой  то
есть остро​му углу  пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка 
 

Примем длину ребра данной пирамиды за  тогда медиана равностороннего треугольника  

 и, сле​до​ва​тель​но, 

Ответ: 
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