
Многоугольники и их свойства

1. За​да​ние 16 № 484621. На стороне CD квадрата ABCD построен равносторонний треуголь‐
ник CPD. Найдите высоту треугольника ADP, проведённую из вершины D, если известно, что
сто​ро​на квад​ра​та равна 1.

Ре​ше​ние.
Пусть точки P и A лежат по одну сторону от прямой CD (рис. 1). Треугольник

ADP — рав​но​бед​рен​ный (AD = DC = DP = 1), по​это​му
 

 
Пусть DH — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ADP. Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ADH на​хо​‐

дим, что
 

 
Пусть теперь точки P и A лежат но разные стороны от прямой CD (рис. 2). Треугольник ADP — равнобедренный

(AD = DC = DP = 1), по​это​му
 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ADH на​хо​дим, что

 

 

Ответ:  или .
 
При​ме​ча​ние.

На наш взгляд, в ответе можно было оставить выражения  и . Тем не
менее, на примере вычисления значения  укажем два способа нахождения этих
ве​ли​чин:
 

 
или, ис​поль​зуя фор​му​лу по​ло​вин​но​го угла:
 

.

 
Заметим, кстати, что одно из возможных доказательств равенства полученных выражения сводится к выделению пол‐

но​го квад​ра​та из-под знака корня:
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2. За​да​ние 16 № 507353. Расстояния от точки M, расположенной внутри прямого угла, до сто‐
рон угла равны 4 и 3. Через точку M проведена прямая, отсекающая от угла треугольник, пло‐
щадь ко​то​ро​го равна 32. Най​ди​те длину от​рез​ка этой пря​мой, за​ключённого внут​ри угла.

Ре​ше​ние.
Пусть O — вершина данного угла, P и Q — проекции точки M на стороны
угла, MP = 4, MQ = 3, A и B — точки, в которых прямая, проходящая через
точку M, пересекает стороны соответственно OP и OQ данного прямого
угла. Обо​зна​чим OA = x, OB = y. Тогда
 

 
С дру​гой сто​ро​ны,

 

 
Из си​сте​мы урав​не​ний

 

 

на​хо​дим, что x = 4, y = 16 или x = 12,  Сле​до​ва​тель​но,
 

 
или
 

 

Ответ:  или 

3. За​да​ние 16 № 507368. Прямая, проведённая через середину N стороны AB квадрата ABCD,
пересекает прямые CD и AD в точках M и T соответственно и образует с прямой AB угол, тан‐
генс которого равен 4. Найдите площадь треугольника BMT, если сторона квадрата ABCD равна
8.

Ре​ше​ние.
Воз​мож​ны два слу​чая: точка T лежит на про​дол​же​нии сто​ро​ны AD за точку A
или на продолжении стороны AD за точку D. Пусть α — угол между прямы‐
ми MT и AB.

Рассмотрим первый случай. Заметим, что  Отре‐
з о к  поэтому  Значит, 

 Кроме того,  Следо‐

ва​тель​но, 
Во втором случае  По-прежнему 

 Следовательно, 

 
Ответ: 16 или 48.
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4. За​да​ние 16 № 507369. Площадь трапеции ABCD равна 90, а одно из оснований трапеции
вдвое боль​ше дру​го​го. Диа​го​на​ли пе​ре​се​ка​ют​ся в точке O; от​рез​ки, со​еди​ня​ю​щие се​ре​ди​ну P ос‐
но​ва​ния AD с вершинами B и C, пересекаются с диагоналями трапеции в точках M и N соответ‐
ствен​но. Най​ди​те пло​щадь четырёхуголь​ни​ка OMPN.

Ре​ше​ние.
Пусть h — вы​со​та тра​пе​ции, а ос​но​ва​ния равны a и 2a. Тогда
 

 
От​ку​да ah = 60. Пусть AD = 2a, BC = a. Четырёхуголь​ни​ки ABCP и BCDP —

па​рал​ле​ло​грам​мы, по​это​му M и N — середины BP и CP соответственно, значит,
CM и BN — ме​ди​а​ны тре​уголь​ни​ка BPC. Сле​до​ва​тель​но:
 

 
Пусть теперь BC = 2a, AD = a. Пусть AM = 3t. Треугольник AOD подобен тре‐
угольнику COB с коэффициентом подобия 2, а тереугольник AMP — треуголь‐

ни​ку CMB с ко​эф​фи​ци​ен​том  Тогда
 

 

 

Ана​ло​гич​но,  Вы​со​та тре​уголь​ни​ка AOD, про​ведённая из вер​ши​ны O, равна  зна​чит:
 

 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 
 
 
Ответ: 10 или 4.
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5. За​да​ние 16 № 507370. Дан па​рал​ле​ло​грамм ABCD, AB = 2, BC = 3, ∠A = 60°. Окруж​ность с
центром в точке O касается биссектрисы угла D и двух сторон параллелограмма, исходящих из
вер​ши​ны од​но​го его остро​го угла. Най​ди​те пло​щадь четырёхуголь​ни​ка ABOD.

Ре​ше​ние.
Окружностей две: каждая из них вписанная в правильный треугольник.
Эти треугольники имеют стороны равные 3 и 2 соответственно. Для тре‐

уголь​ни​ка со сто​ро​ной 3 ра​ди​ус равен 
Найдем площадь невыпуклого четырехугольника как сумму площа‐

дей тре​уголь​ни​ков  и 
 

 
Для треугольника со стороной 2 радиус равен 

Чтобы найти пло​щадь че​ты​рех​уголь​ни​ка  вычтем из площади па‐
рал​ле​ло​грам​ма пло​ща​ди тре​уголь​ни​ков  и 
 

 
 
 

Ответ:  или 

6. За​да​ние 16 № 507386. В прямоугольнике ABCD AB = 2,  Точка E на прямой AB
вы​бра​на так, что ∠AED = ∠DEC. Най​ди​те AE.

Ре​ше​ние.
Введём обозначения как показано на рисунке. По свойству параллельных прямых 

 Следовательно, треугольник  равнобедренный, и 
Получаем, что треугольник  — прямоугольный с гипотенузой  и катетом 

 По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра  Точка  может ле​жать как по одну, так и по дру​гую
сто​ро​ну от точки 

Если точка  лежит между  и  (точка  на ри​сун​ке), то 
Если точка  лежит между  и  (точка  на ри​сун​ке), то 

 
Ответ: 1 или 3.
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7. За​да​ние 16 № 507387. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC вписана в окружность

с цен​тром O. Най​ди​те вы​со​ту тра​пе​ции, если её сред​няя линия равна 3 и 
Ре​ше​ние.
Пусть  Изоб​ра​зим две си​ту​а​ции: когда угол  ост​рый и когда  — тупой.

 

 
Проведём высоту  и диагональ  Отрезок  равен средней линии. Из прямоугольного треугольника 

найдём высоту:  Последнее равенство верно, поскольку вписанный угол  в два

раза мень​ше цен​траль​но​го угла  Вос​поль​зу​ем​ся фор​му​лой тан​ген​са по​ло​вин​но​го угла: 

Если  то  и 

Если  то  и 

 
Ответ: 1 или 9.
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8. За​да​ние 16 № 507392. Через се​ре​ди​ну сто​ро​ны AB квад​ра​та ABCD проведена прямая, пере‐
се​ка​ю​щая пря​мые CD и AD в точ​ках M и T со​от​вет​ствен​но и об​ра​зу​ю​щая с пря​мой AB угол α, tg
α = 3. Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка BMT, если сто​ро​на квад​ра​та ABCD равна 4.

Ре​ше​ние.

Рас​смот​рим два слу​чая (см. рис. 1 и рис. 2):

1) 

2) 
 
Ответ: 2 или 10.
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9. За​да​ние 16 № 507393. Дана трапеция ABCD, основания которой BC = 44, AD = 100; AB =
CD = 35. Окружность, касающаяся прямых AD и AC, касается стороны CD в точке K. Найдите
длину от​рез​ка CK.

Ре​ше​ние.
Найдем диагональ AC. Опустим из вершин B и С на сторону AD пер‐

пен​ди​ку​ля​ры BE и СF соответственно. AE = FD, так как трапеция равнобед‐
рен​ная. BCFE — пря​мо​уголь​ник.
 

 
Воз​мож​ны две гео​мет​ри​че​ские кон​фи​гу​ра​ции.
Пер​вый ва​ри​ант: окруж​ность впи​са​на в тре​уголь​ник ACD:

 

 
Вто​рой ва​ри​ант: окруж​ность ка​са​ет​ся про​дол​же​ния сто​рон AC и

AD за точ​ка​ми C и D со​от​вет​ствен​но и от​рез​ка CD:
 

 
 
Ответ: 5 или 30.
 
При​ме​ча​ние.

Решение опирается на известную теорему: расстояние от вершины треугольника до точки касания исходящей из этой
вершины стороны со вписанной в треугольник окружностью, равно разности полупериметра треугольника и стороны, про‐
ти​во​ле​жа​щей этой вер​ши​не.

10. За​да​ние 16 № 507394. В треугольнике ABC на стороне BC выбрана точка D так, что BD :
DC = 1 : 2. Медиана CE пересекает отрезок AD в точке F. Какую часть площади треугольника
ABC со​став​ля​ет пло​щадь тре​уголь​ни​ка AEF?

Ре​ше​ние.
 

Возь​мем точку  на  так, что  Если  то
 и  Зна​чит,

 

 

Ответ: 
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11. За​да​ние 16 № 507395. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и CE. Найдите
длину от​рез​ка DE, если AC = 6, AE = 2, CD = 3.

Ре​ше​ние.
Обозначим  Тогда по свойству биссектрисы: 

 и  от​ку​да
 

 
По​лу​ча​ем:

 
Зна​чит,  Тогда 

 
Ответ: 
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12. За​да​ние 16 № 507641. Площадь трапеции ABCD равна 560. Диагонали пересекаются в
точке O. Отрезки, соединяющие середину P основания AD с вершинами B и C, пересекаются с
диа​го​на​ля​ми тра​пе​ции в точ​ках M и N. Найдите площадь треугольника MON, если одно из осно‐
ва​ний тра​пе​ции в пол​то​ра раза боль​ше дру​го​го.

Ре​ше​ние.

Пусть  (рис. 1). По​ло​жим  Тре​уголь​‐

ник COB подобен треугольнику A O D с коэффициентом  а треугольник

CMB по​до​бен тре​уголь​ни​ку AMP с ко​эф​фи​ци​ен​том  по​это​му

 

 

зна​чит,  Ана​ло​гич​но 

Пусть h — вы​со​та тра​пе​ции. Тогда пло​щадь тра​пе​ции
 

 

а так как тре​уголь​ник MON по​до​бен тре​уголь​ни​ку AOD с ко​эф​фи​ци​ен​том  то
 

 

Рассмотрим случай, когда  (рис. 2). Аналогично предыдущему полу‐

чим, что  и  Сле​до​ва​тель​но,
 

 

Ответ:  или 
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13. За​да​ние 16 № 507671. Прямая, проведённая через середину N стороны AB квадрата
ABCD, пересекает прямые CD и AD в точках M и T соответственно и образует с прямой AB
угол, тангенс которого равен 0,5. Найдите площадь треугольника BMT, если сторона квадрата
ABCD равна 8.

Ре​ше​ние.
Возможны два случая: точка  лежит на продолжении стороны  за точку  или
на про​дол​же​нии сто​ро​ны  за точку  Пусть  — угол между прямыми  и 

Рассмотрим первый случай. Заметим, что  Отрезок 

 по​это​му  Значит,  Кроме

того,  Сле​до​ва​тель​но, 

Во втором случае  По-прежнему  Следовательно, 

 
Ответ: 12 или 20.

14. За​да​ние 16 № 507697. Дан тре​уголь​ник ABC со сто​ро​на​ми AB = 17, AC = 25 и BC = 28. На
сто​ро​не BC взята точка M, причём  Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка AMB.

Ре​ше​ние.
Пусть p — по​лу​пе​ри​метр тре​уголь​ни​ка ABC, AH — вы​со​та тре​уголь​ни​ка. Тогда
 

 
По фор​му​ле Ге​ро​на

 

 

Тогда 
Из пря​мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ков AHM и AHB на​хо​дим, что

 

 
Если точка M лежит между точ​ка​ми B и H (рис. 1), то

 

 

Сле​до​ва​тель​но,  Если же точка M лежит
между точ​ка​ми C и H (рис. 2), то
 

 

Сле​до​ва​тель​но, 
 
Ответ: 30 или 90.
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15. За​да​ние 16 № 507701. Дан тре​уголь​ник ABC со сто​ро​на​ми AB = 34, AC = 65 и BC = 93. На
сто​ро​не BC взята точка M, причём AM = 20. Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка AMB.

Ре​ше​ние.
Пусть  — по​лу​пе​ри​метр тре​уголь​ни​ка   — вы​со​та тре​уголь​ни​ка. Тогда
 

 
По фор​му​ле Ге​ро​на

 

 

Тогда 
Из пря​мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ков  и  на​хо​дим, что

 

 
Если точка  лежит между точ​ка​ми  и  (рис. 1), то

 

 

Следовательно,  Если же точка M
лежит между точ​ка​ми  и  (рис. 2), то
 

 

Сле​до​ва​тель​но, 
 
Ответ: 144 или 336.
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16. За​да​ние 16 № 507707. Площадь трапеции ABCD равна 240. Диагонали пересекаются в
точке O. Отрезки, соединяющие середину P основания AD с вершинами B и C, пересекаются с
диа​го​на​ля​ми тра​пе​ции в точ​ках M и N. Найдите площадь треугольника MON, если одно из осно‐
ва​ний тра​пе​ции втрое боль​ше дру​го​го.

Ре​ше​ние.
Пусть  (рис. 1). Положим  Тре​уголь​ник

COB по​до​бен тре​уголь​ни​ку AOD с ко​эф​фи​ци​ен​том  а треугольник CMB подо‐

бен тре​уголь​ни​ку AMP с ко​эф​фи​ци​ен​том  по​это​му

 

 

зна​чит,  Ана​ло​гич​но 
Пусть h — вы​со​та тра​пе​ции. Тогда пло​щадь тра​пе​ции

 

 

а так как тре​уголь​ник MON по​до​бен тре​уголь​ни​ку AOD с ко​эф​фи​ци​ен​том  то
 

 
Рассмотрим случай, когда  (рис. 2). Аналогично предыдущему полу‐

чим, что  и  Сле​до​ва​тель​но,
 

 

Ответ:  или 

17. За​да​ние 16 № 484623. На сто​ро​не CD квад​ра​та ABCD построен равносторонний треуголь‐
ник CPD. Найдите высоту треугольника ABP, проведённую из вершины A, если известно, что
сто​ро​на квад​ра​та равна 1.

Ре​ше​ние.
Пусть точки Р и А лежат по одну сто​ро​ну от пря​мой CD (рис. 1). Тре​уголь​ник BCP — рав​но​бед​рен​ный (BC = CD = CP

= 1), по​это​му
 
 

,
зна​чит,
 
 

.
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Пусть AH — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABP. Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ABH на​хо​дим, что
 
 

.
 

Пусть те​перь точки P и A лежат по разные стороны от прямой CD (рис.2). Тре​уголь​ник BCP — рав​но​бед​рен​ный (BC =
CD = CP = 1), по​это​му
 

,
 

зна​чит,
 

 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ABH на​хо​дим, что
 
 

.
 

Ответ:  или .
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18. За​да​ние 16 № 500009. Дан треугольник АВС, площадь которого равна 55. Точка Е на пря‐
мой АС выбрана так, что треугольник АВЕ ― равнобедренный с основанием АЕ и высотой BD.

Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка ABE, если из​вест​но, что ∠ABE = ∠CBD = α и .
Ре​ше​ние.
Вве​дем сле​ду​ю​щие обо​зна​че​ния: , , .

 
1 слу​чай (точка E лежит между точ​ка​ми A и С, см. рис. 1).
 

Треугольник АВЕ равнобедренный, поэтому , а значит, 

.
 

Углы ABE и CBD тре​уголь​ни​ков ABE и CBD равны, зна​чит,
 

,

 
от​ку​да .
 

По​сколь​ку , по​лу​ча​ем

 

,
 

от​ку​да
 

,
зна​чит,

 

.
 

 
2 слу​чай (точка A лежит между точ​ка​ми E и С, см. рис. 2).
 

Ана​ло​гич​но слу​чаю 1 на​хо​дим
 

 .
 

 
Ответ: 30 или 66.
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19. За​да​ние 16 № 500003. Дан тре​уголь​ник АВС. Точка Е на пря​мой АС выбрана так, что тре‐
уголь​ник АВЕ, площадь которого равна 14, ― равнобедренный с основанием АЕ и высотой BD.

Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка АВС, если из​вест​но, что ∠ABE = ∠CBD = α и .
Ре​ше​ние.
Вве​дем сле​ду​ю​щие обо​зна​че​ния: , , .

 
1 слу​чай (точка E лежит между точ​ка​ми A и С, см. рис. 1).
 

1. Треугольник АВЕ ― равнобедренный, поэтому , а значит, 

.
 

2. Углы ABE и CBD тре​уголь​ни​ков ABE и CBD равны. Сле​до​ва​тель​но,
 

,

от​ку​да
 

 .
 

3. По​сколь​ку
 

,

 
по​лу​ча​ем:
 

 .
 

4. Окон​ча​тель​но на​хо​дим:
 

.
 

 
2 слу​чай (точка A лежит между точ​ка​ми E и С (см. рис. 2).
 

Ана​ло​гич​но слу​чаю 1 на​хо​дим
 

   .
 

 
Ответ: 25 или 39.
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20. За​да​ние 16 № 484608. В прямоугольнике ABCD со сторонами AB = 4 и BC = 10 на сторо‐
не AD расположены точки M и N таким образом, что DM = 4, при этом P — точка пересечения
прямых BN и CM. Площадь треугольника MNP равна 1. Найдите длину отрезка, соединяющего
точки M и N.

Ре​ше​ние.
В за​ви​си​мо​сти от по​ряд​ка рас​по​ло​же​ния точек M и N на AD есть 2 слу​чая:

 

Пер​вый слу​чай. , где , .

 
Тогда .

 

Вто​рой слу​чай. , где , .

 
Тогда .

Ответ: 2 или 2,5.

21. За​да​ние 16 № 484612. В параллелограмме ABCD биссектрисы углов при стороне AD
делят сто​ро​ну BC точ​ка​ми M и N так, что BM : MN = 1 : 2. Най​ди​те BC если AB = 12.

Ре​ше​ние.

Пусть E — точка пересечения биссектрис,  Так как  то точка M лежит

между точ​ка​ми B и N воз​мож​ны два слу​чая.
1. Точка E — внутри параллелограмма. Треугольники ABN и DMC равнобедренные,  следова‐

тель​но,  от​ку​да, учи​ты​вая, что , по​лу​ча​ем 
 

              
2. Точка E — вне параллелограмма. Тогда  откуда учитывая, что  получаем 

Ответ:  или 
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22. За​да​ние 16 № 484613. Основание равнобедренного треугольника равно 40, косинус угла

при вершине равен  Две вершины прямоугольника лежат на основании треугольника, а две
другие — на боковых сторонах. Найдите площадь прямоугольника, если известно, что одна из
его сто​рон вдвое боль​ше дру​гой.

Ре​ше​ние.
Пусть вершины K и L прямоугольника KLMN лежат на основании BC равнобедренного треугольника (точка K —

между B и L), а вер​ши​ны M и N — на бо​ко​вых сто​ро​нах M и N со​от​вет​ствен​но.
Обо​зна​чим .

Тогда 

Предположим, что сторона  прямоугольника вдвое больше его стороны  Положим  Из

прямоугольного треугольника  находим, что  Тогда  а так как 

 то 
От​ку​да  Тогда 
Сле​до​ва​тель​но, 

 

Пусть теперь сторона  прямоугольника вдвое больше его стороны  Положим  Из прямо‐

уголь​но​го тре​уголь​ни​ка на​хо​дим, что . Тогда  а так как  то
 

 
от​ку​да . Тогда  Сле​до​ва​тель​но, 
 

Ответ: 512 или 800.

23. За​да​ние 16 № 486002. Площадь трапеции ABCD равна 810. Диагонали пересекаются в
точке O. Отрезки, соединяющие середину P основания AD с вершинами B и C, пересекаются с
диагоналями трапеции в точках M и N. Найдите площадь треугольника MON, если одно из осно‐
ва​ний тра​пе​ции вдвое боль​ше дру​го​го.
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Ре​ше​ние.
Пусть  (рис. 1). Че​ты​рех​уголь​ни​ки  и

 — параллелограммы, поэтому и  — середины 
и  значит,  и  — медианы треугольника 

 Пусть  — высота трапеции. Положим 
 Тогда

 

 
а  т. к.  — точка пересечения медиан треуголь‐
ни​ка  по​это​му
 
 

 

Ана​ло​гич​но,  значит, треугольник  подобен треугольнику  с коэффициентом  Заметим, что
поскольку треугольники AOD и BOC подобны с коэффициентом 2, высота треугольника AOD вдвое больше высоты тре‐
уголь​ни​ка BOC и со​став​ля​ет две трети вы​со​ты тра​пе​ции. Имеем:
 

 
Рассмотрим случай, когда  (рис. 2) Пусть 

— высота трапеции. Положим 
 Тогда 

 
Тре​уголь​ник  подобен треугольнику  с коэф‐

фи​ци​ен​том , а треугольник  – треугольнику  с

ко​эф​фи​ци​ен​том  Тогда
 

 

зна​чит,  Ана​ло​гич​но,  Сле​до​ва​тель​но,
 

 
 

Ответ:  или 
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24. За​да​ние 16 № 500114. На прямой, содержащей медиану AD прямоугольного треугольника
ABC с пря​мым углом C, взята точка E, уда​лен​ная от вер​ши​ны A на расстояние, равное 4. Найди‐
те пло​щадь тре​уголь​ни​ка BCE, если BC = 6, AC = 4.

Ре​ше​ние.
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра 
Пусть точка E лежит на луче AD. Медиана AD длиннее AE, и точка E

лежит внут​ри тре​уголь​ни​ка ABC. Тогда 
Опустим из точки  перпендикуляр  на прямую  и рассмотрим по‐

добные прямоугольные треугольники  и  Из подобия треугольни‐
ков на​хо​дим:
 

Сле​до​ва​тель​но, 

Пусть те​перь точка  лежит между  и  В этом слу​чае  и  Тогда 

Ответ: 
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25. За​да​ние 16 № 501047. Расстояния от точки M, расположенной внутри прямого угла, до
сторон угла равны 3 и 6. Через точку M проведена прямая, отсекающая от угла треугольник,
пло​щадь ко​то​ро​го равна 48. Най​ди​те длину от​рез​ка этой пря​мой, за​клю​чен​но​го внут​ри угла.

Ре​ше​ние.
Пусть  — вершина данного угла,  и  — проекции точки  на стороны угла,   и  —

точки, в которых прямая, проходящая через точку  пересекает стороны соответственно  и  данного прямого

угла. Обо​зна​чим  Тогда 

С дру​гой сто​ро​ны,
 

Из си​сте​мы урав​не​ний
 

На​хо​дим, что  или  Сле​до​ва​тель​но,
 

или
 

Ответ: 
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26. За​да​ние 16 № 501218. Из вершин острых углов B и C треугольника ABC проведены две
его высоты ― BM и CN, причем прямые BM и CN пересекаются в точке H. Найдите угол BHC,

если из​вест​но, что 
Ре​ше​ние.

Слу​чай 1. Угол A ― ост​рый (см. ри​су​нок 1).
 

Имеем:  от​ку​да

 Далее на​хо​дим:

а) из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ABM: 

б) из че​ты​рех​уголь​ни​ка AMHN: 
 
 
 
Слу​чай 2. Угол A ― тупой (см. ри​су​нок 2).
 

Ана​ло​гич​но слу​чаю 1 имеем:
 

а) 
б) 

в) 

Ответ:  или 

27. За​да​ние 16 № 507204. Медианы АА1 и ВВ1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в
точке М. Точки А2, В2 и С2 — се​ре​ди​ны от​рез​ков MA, MB и МС со​от​вет​ствен​но.

а) Докажите, что площадь шестиугольника A1B2C1A2B1C2 вдвое меньше площади треуголь‐
ни​ка ABC.

б) Найдите сумму квадратов всех сторон этого шестиугольника, если известно, что АВ = 4,
ВС = 7 и АС = 8.
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Ре​ше​ние.
а) Площадь треугольника А1МВ2 в два раза меньше площади треугольника А1МВ, поскольку MB = 2MB2, а высота,

про​ведённая из вер​ши​ны А1 у этих тре​уголь​ни​ков общая:
SA1MB = 2SA1MB1.
Ана​ло​гич​но по​лу​ча​ем еще 5 ра​венств:

 

 
Складывая эти равенства почленно, получаем 

 
б) Обозначим длины сторон ВС, АС, АВ треугольника ABC

через а, b, с.
 

До​ка​жем, что квад​рат ме​ди​а​ны AA1 равен 
 

Для до​ка​за​тель​ства на про​дол​же​нии от​рез​ка AA1 за точку А1 от​‐
ложим отрезок А1Р = AA1. Получим параллелограмм АСРВ со сторонами АС = РВ = b и АВ = CP = с и диагоналями
ВС& а и АР = 2AA1. Сумма квад​ра​тов диа​го​на​лей па​рал​ле​ло​грам​ма равна сумме квад​ра​тов его сто​рон:
 

 

Аналогично доказывается, что  a 

 Отрезок C1A2 — средняя линия треугольника АВМ,
зна​чит,
 

 
Рассуждая аналогично, мы получим, что стороны шестиугольника втрое меньше медиан треугольника ABC: 

 Сле​до​ва​тель​но, сумма квад​ра​тов сто​рон ше​сти​уголь​ни​ка равна
 

 
 

Подставляя в эту формулу длины сторон треугольника ABC, получаем ответ: сумма квадратов сторон шестиугольника

равна 
 

Ответ: 
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