
Окружности и треугольники

1. За​да​ние 16 № 484610. В треугольнике ABC, AB = 15, BC = 7, CA = 9. Точка D лежит на
пря​мой BC причем BD : DC = 5 : 7. Окружности, вписанные в каждый из треугольников ADC и
ADB ка​са​ют​ся сто​ро​ны AD в точ​ках E и F. Най​ди​те длину от​рез​ка EF.

Ре​ше​ние.
Пусть AD = d, BD = x, DC = y. Используя свойства касательных, подсчитаем разными способами пе‐
ри​мет​ры тре​уголь​ни​ков
 

 

От​ку​да по​лу​ча​ем:  Ана​ло​гич​но, 

Тогда 

Воз​мож​ны два слу​чая:

1. Точка D лежит на от​рез​ке BC. Тогда  зна​чит 

2. Точка D лежит вне от​рез​ка BC. Тогда  зна​чит 
 

Ответ:  или 

2. За​да​ние 16 № 505568. Прямые, содержащие катеты AC и CB прямоугольного треугольника
АСВ, являются общими внутренними касательными к окружностям радиусов 2 и 4. Прямая, со‐
дер​жа​щая ги​по​те​ну​зу АВ, яв​ля​ет​ся их общей внеш​ней ка​са​тель​ной.

а) Докажите, что длина отрезка внутренней касательной, проведенной из вершины острого
угла тре​уголь​ни​ка до одной из окруж​но​стей, равна по​ло​ви​не пе​ри​мет​ра тре​уголь​ни​ка АСВ.

б) Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка АСВ.
Ре​ше​ние.

а) Введём обозначения, как показано на рисунке, пусть M, H, N — точки касания.
Касательные, проведённые к окружности из одной точки равны: AM = AN,
CM = CH, HB = BN. По​это​му:
 

 
от​ку​да p = AM.

б) Для определения площади треугольника используем формулу, связываю‐
щую её с полупериметром, стороной и радиусом вневписанной окружности, касающейся этой стороны и продолжений
двух дру​гих сто​рон тре​уголь​ни​ка:
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3. За​да​ние 16 № 507176. Расстояние между параллельными прямыми равно 4. На одной из
них лежит точка C, а на другой — точки A и B, причем треугольник ABC — равнобедренный и
его бо​ко​вая сто​ро​на равна 5. Най​дите ра​ди​ус окруж​но​сти, впи​сан​ной в тре​уголь​ник ABC.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что либо AC = BC, либо AB = BC (или AB = AC).

Первый случай (рис. 1). AC = BC = 5. Пусть H — точка касания вписанной окружности треугольника ABC с основанием
АB, r1 — радиус окружности, вписанной в треугольник ABC. Тогда CH — высота и медиана треугольника ABC. Из пря‐
мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка AHC на​хо​дим, что
 

Тогда

Из ра​вен​ства 8r1 = 12 на​хо​дим, что r1 = 1,5.
Второй случай. (рис. 2) Пусть AB = BC = 5, CH — высота треугольника ABC, r2 — радиус окружности, вписанной в тре‐
уголь​ник ABC.

Тогда

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ACH на​хо​дим, что

 

Из ра​вен​ства  по​лу​ча​ем, что 

 

 
Рас​смот​рим тре​тий слу​чай.
Третий случай состоит в том, что BC = AB и эти стороны образуют острый угол. Тогда высота CH будет лежать внут‐

ри тре​уголь​ни​ка ABC и  В этом слу​ча​ем ра​ди​ус будет равен 

Ответ: 
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4. За​да​ние 16 № 507494. Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из
них лежит точка C, а на дру​гой — точки A и B, при​чем тре​уголь​ник ABC — остроугольный рав‐
нобедренный и его боковая сторона равна 13. Найдите радиус окружности, вписанной в тре‐
уголь​ник ABC.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что либо AC = BC, либо AB = BC (или AB = AC).
Первый случай (рис. 1). AC = BC = 13. Пусть Н — точка касания вписанной окружности
тре​уголь​ни​ка ABC с основанием АB, r1 — радиус окружности, вписанной в треугольник
ABC. Тогда CH — высота и медиана треугольника ABC. Из прямоугольного треугольни‐
ка AHC на​хо​дим, что
 

Тогда
 

Из ра​вен​ства 18r1 = 60 на​хо​дим, что 
 
Второй случай. Вершина равнобедренного треугольника — одна из точек A или B.
Пусть, для определённости, вершина в точке B. Проведём высоту CH. Если H находится
на продолжении стороны AB, то треугольник ABC — тупоугольный. Этот случай проти‐
во​ре​чит усло​вию. Если H лежит на сто​ро​не AB, то из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BHC
на​хо​дим:
 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ACH на​хо​дим:

 

 
Тогда

 
 

Ответ:  или 
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5. За​да​ние 16 № 507498. Расстояние между параллельными прямыми равно 4. На одной из
них лежит точка C, а на дру​гой — точки A и B, при​чем тре​уголь​ник ABC — остроугольный рав‐
нобедренный, и его боковая сторона равна 5. Найдите радиус окружности, вписанной в тре‐
уголь​ник ABC.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что либо AC = BC, либо AB = BC (или AB = AC).
Первый случай (рис. 1). AC = BC = 5. Пусть H — точка касания вписанной
окружности треугольника ABC с основанием AB, r1 — радиус окружности,
вписанной в треугольник ABC. Тогда CH — высота и медиана треугольника
ABC. Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка AHC на​хо​дим, что
 

Тогда
 

Из ра​вен​ства 8r1 = 12 на​хо​дим, что 
 
Второй случай. Вершина равнобедренного треугольника — одна из точек A или
B. Пусть, для определённости, вершина в точке B. Проведём высоту CH. Если H
находится на продолжении стороны AB, то треугольник ABC — тупоугольный.
Этот случай противоречит условию. Если H лежит на стороне AB, то из прямо‐
уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BHC на​хо​дим:
 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ACH на​хо​дим:

 

 
Тогда

 
 

Ответ:  или 
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6. За​да​ние 16 № 507504. Дан треугольник ABC со сторонами AB = 13, AC = 5 и BC = 12. На
сто​ро​не BC взята точка D, а на отрезке AD — точка O, при​чем CD = 4 и AO = 3OD. Окружность
с цен​тром O проходит через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой
окруж​но​сти с пря​мой AB.

Ре​ше​ние.
Проведем через вершину A прямую, параллельную BC. Пусть T — точка ее пересечения с прямой CO, а M — точка

пересечения AB и CT. Треугольник AOT подобен треугольнику DOC с коэффициентом  поэтому
AT = 3CD = 12. Зна​чит, тре​уголь​ник AMT равен тре​уголь​ни​ку BMC по стороне и двум прилежащим к ней углам. Тогда M
— середина стороны AB. Следовательно, CM — медиана треугольника ABC. Медиана прямоугольного треугольника,

про​ве​ден​ная из пря​мо​го угла равна по​ло​ви​не ги​по​те​ну​зы, зна​чит 
Через вер​ши​ну C про​ве​дем пря​мую, па​рал​лель​ную AB. Пусть Q — точка ее

пересечения с прямой AO. Треугольник CDQ подобен треугольнику BDA с ко‐

эф​фи​ци​ен​том  по​это​му  Тогда треуголь‐
ни​ки AMO и QCO равны по стороне и двум прилежащим к ней углам. Поэтому
O — се​ре​ди​на CM. 

Окружность с центром O проходит через точку C, и при этом OM = OC.
Сле​до​ва​тель​но, OM — ра​ди​ус этой окруж​но​сти. Тре​уголь​ник ABC прямоуголь‐

ный,  а точка M — одна из точек пересечения прямой AB
и окруж​но​сти.

Пусть N — вторая точка пересечения окружности с прямой AB. Тогда угол
CNM — вписанный и опирающийся на диаметр CM, так что CN ⊥ AB, то есть
CN — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC.
 

От​сю​да 
 

Ответ: 6,5 или .

7. За​да​ние 16 № 507598. Окруж​ность, впи​сан​ная в тре​уголь​ник ABC, площадь которого равна
114, касается средней линии, параллельной стороне BC. Известно, что BC = 19. Найдите сторону
AB.

Ре​ше​ние.
Обо​зна​чим AB = x, AC = y пусть p — по​лу​пе​ри​метр тре​уголь​ни​ка ABC Пусть M и N — се​ре​ди​ны сто​рон AB и AC со​‐

от​вет​ствен​но. Тогда 
В тра​пе​цию BMNC впи​са​на окруж​ность по​это​му

 

 
зна​чит,
 

По фор​му​ле Ге​ро​на
 

 
От​сю​да на​хо​дим, что x = 20 или x = 37.
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8. За​да​ние 16 № 507632. Дан треугольник ABC со сторонами AB = 25, AC = 7 и BC = 24. На
сто​ро​не BC взята точка D, а на отрезке AD — точка O, при​чем CD = 8 и AO = 3OD. Окружность
с центром O проходит через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой
окруж​но​сти с пря​мой AB.

Ре​ше​ние.
Проведем через вершину A прямую, параллельную BC. Пусть T — точка ее пе‐
ресечения с прямой CO, а M — точка пересечения AB и CT. Треугольник AOT

подобен треугольнику DOC с коэффициентом  поэтому
AT = 3CD = 24. Значит, треугольник AMT равен треугольнику BMC по стороне
и двум прилежащим к ней углам. Тогда M — середина стороны AB. Следова‐
тель​но, CM — ме​ди​а​на тре​уголь​ни​ка ABC.

Через вер​ши​ну C про​ве​дем пря​мую, па​рал​лель​ную AB. Пусть Q — точка ее
пересечения с прямой AO. Треугольник CDQ подобен треугольнику BDA с ко‐

эффициентом  поэтому  Тогда тре‐
уголь​ни​ки AMO и QCO равны по стороне и двум прилежащим к ней углам. По‐
это​му O — се​ре​ди​на CM. 

Окружность с центром O проходит через точку C, и при этом OM = OC.
Сле​до​ва​тель​но, OM — ра​ди​ус этой окруж​но​сти. Тре​уголь​ник ABC прямоуголь‐

ный,  а точка M — одна из точек пе​ре​се​че​ния пря​мой AB
и окруж​но​сти.

Пусть N — вторая точка пересечения окружности с прямой AB. Тогда угол
CNM — вписанный и опирающийся на диаметр CM, так что CN ⊥ AB, то есть
CN — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC.
 

От​сю​да 
 
Ответ: 12,5 или 6,72.
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9. За​да​ние 16 № 507771. Радиус окружности, описанной около треугольника ABC, равен 13, 

 вы​со​та, про​ведённая к сто​ро​не BC, равна 5. Най​ди​те длину той хорды AM опи​‐
сан​ной окруж​но​сти, ко​то​рая де​лит​ся по​по​лам сто​ро​ной BC.

Ре​ше​ние.
Пусть K — середина искомой хорды AM. Через точку M проведём хорду MN, парал‐
лель​ную сто​ро​не BC. Тогда точка L пе​ре​се​че​ния от​рез​ков AN и BC — се​ре​ди​на AN, зна​‐
чит задача имеет два решения. Кроме того, высота AP треугольника AMN вдвое больше
вы​со​ты AH тре​уголь​ни​ка ABC, зна​чит AP = 10 и PH = 5. Пусть R = 13 — радиус окруж‐
но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC. По тео​ре​ме си​ну​сов
 

 
Пусть O — центр окружности, описанной около треугольника ABC, Q — середина

BC. Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка OQB на​хо​дим, что
 

 
а так как расстояние между параллельными хордами BC и MN также равно 5, то точка O лежит на отрезке MN. Следова‐
тель​но, MN — диа​метр окруж​но​сти.

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка AOP на​хо​дим, что  Сле​до​ва​тель​но,
 

 

Ана​ло​гич​но на​хо​дим, что 
 

Ответ: 
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10. За​да​ние 16 № 507818. Точки D и E — основания высот непрямоугольного треугольника

ABC, проведённых из вершин A и C соответсвенно. Известно, что  BC = a и AB = b.
Най​ди​те сто​ро​ну AC.

Ре​ше​ние.
1. Решим эту за​да​чу для слу​чая, когда ABC — ост​ро​уголь​ный тре​уголь​ник.
В остроугольном треугольнике две его высоты отсекают от него подобные треугольники. Поэтому, треугольник ABC

подобен треугольнику BDE. Коэффициентом подобия этих треугольников является  По теореме Пифагора из
тре​уголь​ни​ка BEC
 

 
По тео​ре​ме ко​си​ну​сов из тре​уголь​ни​ка ABC

 

 
2. Решим эту за​да​чу для слу​чая, когда ABC — ту​по​уголь​ный тре​уголь​ник. Пусть H — точка пе​ре​се​че​ния его высот.
В ост​ро​уголь​ном тре​уголь​ни​ке ACH пря​мые AE и CD являются высотами, следовательно, по свойствам высоты остро‐

уголь​но​го тре​уголь​ни​ка, тре​уголь​ни​ки ACH и EDH яв​ля​ют​ся по​доб​ны​ми с ко​эф​фи​ци​ен​том по​до​бия  Из прямо‐
уголь​но​го тре​уголь​ни​ка AEH
 

 
Тре​уголь​ни​ки AEH и ABD по​доб​ны по двум углам, по​то​му что они имеют общий угол A и оба пря​мо​уголь​ные. Сле​до​‐

ва​тель​но ∠H = ∠ABD, ∠ABC = 180° − ∠ABD.
 

 
По тео​ре​ме ко​си​ну​сов из тре​уголь​ни​ка ABC

 

 

Ответ: 
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11. За​да​ние 16 № 513103. Точка B лежит на отрезке AC. Прямая, проходящая через точку A,
касается окружности с диаметром BC в точке M и второй раз пересекает окружность с диамет‐
ром AB в точке K. Про​дол​же​ние от​рез​ка MB пе​ре​се​ка​ет окруж​ность с диа​мет​ром AB в точке D.

а) До​ка​жи​те, что пря​мые AD и MC па​рал​лель​ны.
б) Най​ди​те пло​щадь тре​уголь​ни​ка DBC, если AK = 3 и MK = 12.
Ре​ше​ние.

а) Точки M и D лежат на окружностях с диаметрами BC и AB соответ‐
ствен​но, по​это​му
 

 
Прямые AD и MC перпендикулярны одной и той же прямой MD,

сле​до​ва​тель​но, пря​мые AD и MC па​рал​лель​ны.
б) Пусть O — центр окружности с диаметром BC. Тогда прямые OM

и AM перпендикулярны. Учитывая, что прямые BK и AM перпендику‐
лярны, получаем, что прямые OM и BK параллельны. Обозначим BK
через x. Треугольник AMO подобен треугольнику AKB с коэффициен‐
том 5, по​это​му OB = OM = 5x. Опу​стим пер​пен​ди​ку​ляр BP из точки B на
пря​мую OM. Так как четырёхуголь​ник BKMP — пря​мо​уголь​ник,
 

 
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра OB2 = BP2 + OP2, от​ку​да 25x2 = 144 + 16x2. По​лу​ча​ем, что x = 4.
По​сколь​ку пря​мые AD и MC па​рал​лель​ны,

 

 
Зна​чит, тре​уголь​ни​ки DBC и AMB рав​но​ве​ли​ки. Сле​до​ва​тель​но,

 

 
Ответ: 30.
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12. За​да​ние 16 № 484611. В треугольнике ABC, AB = 7, BC = 9, CA = 4. Точка D лежит на
пря​мой BC при​чем BD : DC = 1 : 5. Окруж​но​сти, впи​сан​ные в тре​уголь​ни​ки ADC и ADB касают‐
ся сто​ро​ны AD в точ​ках E и F. Най​ди​те длину от​рез​ка EF.

Ре​ше​ние.
Пусть AD = d, BD = x, CD = y. Используя свойства касательных, подсчитаем разными способами периметры треуголь‐

ни​ков

 

От​ку​да по​лу​ча​ем:  Ана​ло​гич​но, 

Тогда 

Воз​мож​ны два слу​чая:
1. Точка D лежит на от​рез​ке BC. Тогда x = 1,5, y = 7,5, зна​чит, EF = 4,5.
2. Точка D лежит вне от​рез​ка BC. Тогда y − x = BC = 9, зна​чит, EF = 6.

 

 
Ответ: 4,5 или 6.

13. За​да​ние 16 № 501438. Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из
них лежит вершина C, на другой — основание AB равнобедренного треугольника ABC. Извест‐
но, что AB = 10. Найдите расстояние между центрами окружностей, одна из которых вписана в
тре​уголь​ник ABC, а вторая касается данных параллельных прямых и боковой стороны треуголь‐
ни​ка ABC.
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Ре​ше​ние.
Пусть CH — высота треугольника ABC, r и Q — радиус и центр вписанной окружности, CH = 12, AH = 5, поэтому

AC = 13. Най​дем пло​щадь, по​лу​пе​ри​метр и ра​ди​ус впи​сан​ной окруж​но​сти тре​уголь​ни​ка ABC:
 

 

Тогда  Кроме того, по тео​ре​ме Пи​фа​го​ра

 
Пусть окружность с центром в точке O касается боковой стороны AC равнобедренного треугольника ABC и данных

параллельных прямых. Радиус этой окружности равен 6, поскольку он вдвое меньше расстояния между прямыми. Точку
ка​са​ния окруж​но​сти с пря​мой AB обо​зна​чим M.

 
Пусть точки B и M лежат по разные стороны от точки A (см. рис.). Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его

биссектрисе, поэтому AO и AQ — биссектрисы смежных углов ∠ MAC и ∠CAB соответственно. Значит, ∠OAQ = 90°, и
∠MOA = ∠QAH, поскольку эти углы образованы парами соответственно перпендикулярных прямых. Следовательно,

пря​мо​уголь​ные тре​уголь​ни​ки OMA и AHQ по​доб​ны с ко​эф​фи​ци​ен​том  По​это​му
 

 

Пусть точки B и M лежат по одну сторону от точки A (см. рис.). Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его
биссектрисе, поэтому лучи AO и AQ совпадают и являются биссектрисой угла MAC. Значит, прямоугольные треугольни‐

ки AOM и AQH по​доб​ны с ко​эф​фи​ци​ен​том  Тогда

 

 

Ответ: 
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14. За​да​ние 16 № 484620. Расстояние между параллельными прямыми равно 12. На одной из
них лежит точка C, а на другой — точки A и B, причем треугольник ABC — равнобедренный и
его бо​ко​вая сто​ро​на равна 13. Най​дите ра​ди​ус окруж​но​сти, впи​сан​ной в тре​уголь​ник ABC.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что либо AC = BC, либо AB = BC (или AB = AC).
Первый случай (рис. 1). AC = BC = 13. Пусть Н — точка касания вписанной окружности треугольника ABC с основа‐

ни​ем АB, r1 — радиус окружности, вписанной в треугольник ABC. Тогда CH — высота и медиана треугольника ABC. Из
пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка AHC на​хо​дим, что
 

Тогда
 

 

Из ра​вен​ства 18r1 = 60 на​хо​дим, что 
 

Второй случай. (рис. 2). Пусть AB = BC = 13, CH — высота треугольника ABC, r2 — радиус окружности, вписанной в
тре​уголь​ник ABC.

Тогда
 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка ACH на​хо​дим, что
 

Из ра​вен​ства  по​лу​ча​ем, что 
 

 
 

Рас​смот​рим тре​тий слу​чай.
Третий случай состоит в том, что BC = AB и эти стороны образуют острый угол. Тогда высота CH будет лежать внут‐

ри тре​уголь​ни​ка ABC и  В этом слу​ча​ем ра​ди​ус будет равен 

Ответ: 

2016-03-21 12/40

Образовательный портал «РЕШУ ЕГЭ» (http://математика.решуегэ.рф)

http://xn--80aaasqmjc6cd.xn--c1ada6bq3a2b.xn--p1ai


15. За​да​ние 16 № 500134. В треугольнике ABC известны стороны: AB = 7, BC = 8, AC = 9.
Окружность, проходящая через точки A и C, пересекает прямые BA и BC соответственно в точ‐
ках K и L, отличных от вершин треугольника. Отрезок KL касается окружности, вписанной в
тре​уголь​ник ABC. Най​ди​те длину от​рез​ка KL.

Ре​ше​ние.
Обе точки K и L не могут лежать вне треугольника, поскольку в этом случае

отрезок KL не может касаться вписанной окружности. Значит, по крайней мере
одна из этих точек лежит на сто​ро​не тре​уголь​ни​ка.

Пусть обе точки K и L лежат на сторонах треугольника. Четырехугольник
AKLC — впи​сан​ный, сле​до​ва​тель​но,
 

 
Значит, треугольник ABC подобен треугольнику LBK, так как угол ABC —

общий. Пусть коэффициент подобия равен k, тогда BL = kAB, BK = kBC,
KL = kAC. Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника AKLC
равны:

 

 

Подставляя известные значения сторон, находим . Следова‐

тель​но, .
Пусть точка K лежит на продолжении стороны AB. Углы AKL и ACL равны, по‐

скольку опираются на одну дугу. Значит, треугольник ABC подобен треугольнику
LBK, так как угол ABC — общий. Более того, они описаны около одной и той же
окружности. Следовательно, коэффициент подобия равен 1, то есть, треугольники
LBK и ABC равны, по​это​му KL = AC = 9. Заметим, что BK = BC > AB и точка K дей‐
стви​тель​но лежит на про​дол​же​нии сто​ро​ны AB.

Если точка L лежит на продолжении стороны BC, то BL > BC, но, аналогично
преды​ду​ще​му слу​чаю, по​лу​ча​ем BL = AB < BC. Зна​чит, этот слу​чай не до​сти​га​ет​ся.
 

Ответ: .
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16. За​да​ние 16 № 500369. В треугольнике ABC известны стороны: AB = 5, BC = 6, AC = 7.
Окружность, проходящая через точки A и C, пересекает прямые AB и BC соответственно в точ‐
ках K и L, отличных от вершин треугольника. Отрезок KL касается окружности, вписанной в
тре​уголь​ник ABC. Най​ди​те длину от​рез​ка KL.

Ре​ше​ние.
Обе точки K и L не могут лежать вне треугольника, поскольку в этом случае отре‐
зок KL не может касаться вписанной окружности. Значит, по крайней мере одна из
этих точек лежит на сто​ро​не тре​уголь​ни​ка.

Пусть обе точки K и L лежат на сторонах треугольника. Четырехугольник
AKLC — впи​сан​ный, сле​до​ва​тель​но,
 

 
Значит, треугольник ABC подобен треугольнику LBK, так как угол ABC —

общий. Пусть коэффициент подобия равен k, тогда BL = kAB, BK = kBC,
KL = kAC. Суммы противоположных сторон описанного четырехугольника AKLC
равны:

 
Под​став​ляя из​вест​ные зна​че​ния сто​рон, на​хо​дим

 

 Сле​до​ва​тель​но, 
 

Пусть точка K лежит на продолжении стороны AB. Углы AKL и ACL равны, по‐
скольку опираются на одну дугу. Значит, треугольник ABC подобен треугольнику
LBK, так как угол ABC — общий. Более того, они описаны около одной и той же
окружности. Следовательно, коэффициент подобия равен k = 1, то есть, треугольники
LBK и ABC равны, по​это​му KL = AC = 7. Заметим, что BK = BC > AB и точка K дей‐
стви​тель​но лежит на про​дол​же​нии сто​ро​ны AB.

Если точка L лежит на продолжении стороны BC, то BL > BC, но, аналогично
преды​ду​ще​му слу​чаю, по​лу​ча​ем BL = AB < BC. Зна​чит, этот слу​чай не до​сти​га​ет​ся.

Ответ: 
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17. За​да​ние 16 № 484624. Прямая, перпендикулярная боковой стороне равнобедренного тре‐
угольника, отсекает от него четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите
радиус окружности, если отрезок прямой, заключённый внутри треугольника, равен 6, а отноше‐

ние бо​ко​вой сто​ро​ны тре​уголь​ни​ка к его ос​но​ва​нию равно .
Ре​ше​ние.
Обо​зна​чим дан​ный тре​уголь​ник ABC, BC = 6x — ос​но​ва​ние, AB = AC = 5x. Заметим, что окружность, о которой гово‐

рится в условии, — окружность, вписанная в треугольник ABC. Пусть O — её центр, а E — точка касания с основанием
BC.

Обо​зна​чим 

Так как BO — бис​сек​три​са тре​уголь​ни​ка ABE, то  сле​до​ва​тель​но, 
 

 
Рис. 1

Первый случай. Пусть прямая MN перпендикулярная AB, касается окружности, пересекает AB в точке M, а AC в

точке N (рис. 1). Тогда , 

В тре​уголь​ни​ке AMN, имеем 
У опи​сан​но​го че​ты​рех​уголь​ни​ка суммы про​ти​во​по​лож​ных сто​рон равны:

 

от​ку​да на​хо​дим: 
 

 
Рис. 2

Вто​рой слу​чай. Пусть пря​мая MN пер​пен​ди​ку​ляр​ная AB, ка​са​ет​ся окруж​но​сти, пе​ре​се​ка​ет AB в точке M, а BC в точке

N (рис. 2). В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке AMN имеем 
У опи​сан​но​го четырёхуголь​ни​ка ACNM суммы про​ти​во​по​лож​ных сто​рон равны:

 

, 

от​ку​да на​хо​дим: 
 

Ответ:  или .
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18. За​да​ние 16 № 484625. Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треуголь‐
ника, отсекает от него четырехугольник, в который можно вписать окружность. Найдите радиус
окружности, если отрезок этой прямой, заключённый внутри треугольника, равен 12, а косинус

остро​го угла равен .
Ре​ше​ние.

Обозначим данный треугольник ABC, , , — гипотенуза, , . Заметим, что
окружность, о которой говорится в условии, — окружность, вписанная в треугольник ABC. Пусть О — её центр, а D и
Е — точки ка​са​ния с ка​те​та​ми АС и ВС со​от​вет​ствен​но. Тогда, так как ODCE — квад​рат, ра​ди​ус этой окруж​но​сти
 

 
Пусть пря​мая MN пер​пен​ди​ку​ляр​на АВ, ка​са​ет​ся окруж​но​сти, пе​ре​се​ка​ет АВ в точке М, а АС в точке N (рис. 1). Пря‐

мо​уголь​ный тре​уголь​ник ANM по​до​бен тре​уголь​ни​ку ABC. В нём , , .
 

У опи​сан​но​го четырёхуголь​ни​ка суммы про​ти​во​по​лож​ных сто​рон равны:
 

, ,
от​ку​да на​хо​дим: x = 8.
 

Пусть пря​мая MN пер​пен​ди​ку​ляр​на АВ, касается окружности, пересекает АВ в точке М, а ВС в точке N (рис. 2). Пря‐
моугольный треугольник NBM подобен треугольнику ABC. В нём , , . У описанного
четырёхуголь​ни​ка суммы про​ти​во​по​лож​ных сто​рон равны:
 

, ,
от​ку​да на​хо​дим: x = 9.
 

Ответ: 8 или 9.
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19. За​да​ние 16 № 485949. Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треуголь‐
ника, отсекает от него четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите радиус
окружности, если отрезок этой прямой, заключённый внутри треугольника, равен 14, а отноше‐

ние ка​те​тов тре​уголь​ни​ка равно .
Ре​ше​ние.
Введем обозначения как показано на рисунке: предположим, что отрезок

отсекает от треугольника ABC треугольник ANM, обозначим точки касания
окруж​но​сти и пря​мых P, Q, R, S (см. рис. 1). Так как OQMR и OPCS — квадра‐
ты, MQ = PC = r, где r — радиус окружности. Кроме того, NQ = NP. Зна​чит,
NM = NC. По​сколь​ку BN – бис​сек​три​са угла, тре​уголь​ни​ки NMB и NCB равны
по ги​по​те​ну​зе и остро​му углу.

Пусть CB = 7x, а CA = 24x, тогда по тео​ре​ме Пи​фа​го​ра на​хо​дим ги​по​те​ну​зу
AB = 25x, от​ку​да AM = AB − BM = 25x − 7x = 18x.

Из подобия треугольников AMN и ACB получаем: , тогда 

, от​ку​да .
Найдём ра​ди​ус окруж​но​сти:

 

 
Если отрезок отсекает треугольник BMN (рис. 2), то, рассуждая аналогич‐

но, на​хо​дим, что BM = 25x − 24x = x.

Из подобия треугольников ACB и NMB следует  откуда по‐

лу​ча​ем  и .

В этом слу​чае 
 
Ответ: 8 или 12,25.

20. За​да​ние 16 № 485957. Прямая, перпендикулярная гипотенузе прямоугольного треуголь‐
ника, отсекает от него четырёхугольник, в который можно вписать окружность. Найдите радиус
окружности, если отрезок этой прямой, заключённый внутри треугольника, равен 40, а отноше‐

ние ка​те​тов тре​уголь​ни​ка равно 
Ре​ше​ние.

Обозначим треугольник ABC. Предположим, что отрезок NM отсекает от треугольника ABC
тре​уголь​ник ANM.

Обо​зна​чим точки ка​са​ния окруж​но​сти и пря​мых P, Q, R, S. Так как OQMR и OPCS — квад​‐
ра​ты, MQ = PC = r, где r — ра​ди​ус окруж​но​сти. Кроме того, NQ = NP. Зна​чит, NM = NC. BN —
бис​сек​три​са угла ABC.

Треугольники NMB и NCB равны по гипотенузе и катету. Пусть CB = 8x, а CA = 15x. По
тео​ре​ме Пи​фа​го​ра AB = 17x. Тогда AM = AB − BM = 17x − 8x = 9x. Из подобия треугольников

AMN и ACB по​лу​ча​ем: , от​ку​да  Сле​до​ва​тель​но, 

Найдём ра​ди​ус окруж​но​сти: 
Если отрезок отсекает треугольник BNM, то, рассуждая аналогично, находим, что

BM = 17x − 15x = 2x. Из подобия треугольников ACB и NMB получаем:  откуда 

 Тогда r = 3x = 32.
 
Ответ: 25 или 32.
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21. За​да​ние 16 № 485937. Точка M лежит на отрезке AB. На окружности с диаметром AB
взята точка C, удаленная от точек A, M и B на расстояния 20, 14 и 15 соответственно. Найдите
пло​щадь тре​уголь​ни​ка BMC.

Ре​ше​ние.
Точка  лежит на окружности с диаметром AB, поэтому ∠ACB = 90°. По теореме

Пи​фа​го​ра
 

 
Пусть CD — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC. Тогда:

 

.
 

От​сю​да

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка на​хо​дим:

 

 
Если точка M лежит между точ​ка​ми A и D, то 

Сле​до​ва​тель​но,

 
Если точка M лежит между B и D, то  Следова‐

тель​но,

 
Ответ: 
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22. За​да​ние 16 № 485945. Точка M лежит на отрезке AB. На окружности с диаметром AB
взята точка C, удаленная от точек A, M и B на расстояния 40, 29 и 30 соответственно. Найдите
пло​щадь тре​уголь​ни​ка BMC.

Ре​ше​ние.
Точка C лежит на окруж​но​сти с диа​мет​ром AB, по​это​му ∠ACB = 90°.

По теореме Пифагора  Пусть CD —
вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC. Тогда:
 

 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка на​хо​дим:

 

 
Если точка M лежит между точ​ка​ми A и D, то 
Сле​до​ва​тель​но,

 
Если точка M лежит между B и D , то 
Сле​до​ва​тель​но,

 

 
Ответ: 

23. За​да​ние 16 № 485985. Дан пря​мо​уголь​ный тре​уголь​ник ABC с ка​те​та​ми AC = 15 и BC = 8.
С центром в вершине B проведена окружность S радиуса 17. Найдите радиус окружности, впи‐
сан​ной в угол BAC и ка​са​ю​щей​ся окруж​но​сти S.
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Ре​ше​ние.

Пусть ∠BAC = α. Тогда   
Пусть x — радиус искомой окружности, O — ее центр, D — точка касания с
лучом AC, M — точка касания с окружностью S, E — проекция точки O на пря‐
мую BC. Центр окруж​но​сти, впи​сан​ной в угол, лежит на его бис​сек​три​се, зна​чит,
 

 
Из прямоугольного треугольника OAD находим, что AD = 4OD, и тогда 

 
Заметим, что условию задачи удовлетворяют две окружности: одна из них ка‐

са​ет​ся окруж​но​сти S внут​рен​ним об​ра​зом, а вто​рая — внеш​ним.
В пер​вом слу​чае:

 

 
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра :

 
 

 

от​ку​да на​хо​дим, что 
Во вто​ром слу​чае:

 

 
Тогда   откуда находим,

что 
 

Ответ:  или 
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24. За​да​ние 16 № 485999. Дан пря​мо​уголь​ный тре​уголь​ник ABC с ка​те​та​ми AC = 5 и BC = 12.
С центром в вершине B проведена окружность S радиуса 13. Найдите радиус окружности, впи‐
сан​ной в угол BAC и ка​са​ю​щей​ся окруж​но​сти S.

Ре​ше​ние.

Обо​зна​чим ∠BAC = α. Тогда  ,  , 
 

Пусть x — ра​ди​ус ис​ко​мой окруж​но​сти, O — ее центр, D — точка ка​са​ния с лучом AC, M — точка ка​са​ния с окруж​но​‐
стью S, E — проекция точки O на прямую BC. Центр окружности, вписанной в
угол, лежит на его бис​сек​три​се, зна​чит,
 

 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка OAD на​хо​дим, что

 

 
Заметим, что условию задачи удовлетворяют две окружности: одна из них ка‐

са​ет​ся окруж​но​сти S внут​рен​ним об​ра​зом, а вто​рая — внеш​ним.
 

В пер​вом слу​чае

 

 
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра  или

 

 

от​ку​да на​хо​дим, что 
 

Во вто​ром слу​чае

 
 

Тогда

 

от​ку​да на​хо​дим, что 
 

Ответ:  или 
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25. За​да​ние 16 № 500349. Дан треугольник со сторонами 115, 115 и 184. Внутри него распо‐
ложены две равные касающиеся окружности, каждая из которых касается двух сторон треуголь‐
ни​ка. Най​ди​те ра​ди​у​сы окруж​но​стей.

Ре​ше​ние.
Рассмотрим равнобедренный треугольник ABC, в котором
AB = AC = 115, BC = 184. Пусть AH — высота треугольника ABC.
Тогда H — се​ре​ди​на BC.

Обо​зна​чим ∠ABC = ∠ACB = α. Тогда
 

 
Предположим, что окружность радиуса r с центром O1 вписана в

угол ACB и касается основания BC в точке N, а окружность того же
радиуса с центром O2, вписана в угол ABC, касается основания BC в
точке M, а первой окружности — в точке D. Центр окружности, впи‐
сан​ной в угол, лежит на его бис​сек​три​се, по​это​му
 

 а 
 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BMO2 на​хо​дим:
 

 
Тогда CN = BM = 3r.
Линия центров касающихся окружностей проходит через точку их

касания, поэтому O1O2 = 2r, значит, MN = O1O2 = 2r, поскольку
O1O2MN — пря​мо​уголь​ник. Сле​до​ва​тель​но,
 

 
от​ку​да на​хо​дим r = 23.

Пусть теперь окружность радиуса r с центром O1 вписана в угол BAC и касается боковой стороны AB в точке P, вто‐
рая окружность радиуса r с центром O2 вписана в угол ABC, касается боковой стороны AB в точке Q, а также касается
пер​вой окруж​но​сти.

Из пря​мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ков APO1 и BQO2 на​хо​дим:
 

 
Сле​до​ва​тель​но,

 
от​ку​да на​хо​дим r = 20.

В слу​чае, когда окруж​но​сти впи​са​ны в углы BAC и ACB, по​лу​чим тот же ре​зуль​тат.
 
Ответ: 23 или 20.
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26. За​да​ние 16 № 500066. Дан треугольник со сторонами 26, 26 и 20. Внутри него расположе‐
ны две равные касающиеся окружности, каждая из которых касается двух сторон треугольника.
Най​ди​те ра​ди​у​сы окруж​но​стей.

Ре​ше​ние.
Рассмотрим равнобедренный треугольник ABC, в котором
AB = AC = 26, BC = 20. Пусть AH — высота треугольника ABC. Тогда
H — се​ре​ди​на BC.

Обо​зна​чим ∠ABC = ∠ACB = α. Тогда
 

 
Предположим, что окружность радиуса r с центром O1 вписана в

угол ACB и касается основания BC в точке N, а окружность того же
радиуса с центром O2 вписана в угол ABC, касается основания BC в
точке M, а первой окружности — в точке D. Центр окружности, впи‐
сан​ной в угол, лежит на его бис​сек​три​се, по​это​му
 

, а 
 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BMO2 на​хо​дим:
 

 

Тогда  Линия центров касающихся окружностей
проходит через точку их касания, поэтому O1O2 = 2r, значит,
MN = O1O2 = 2r, поскольку O1O2MN — прямоугольник. Следователь‐
но,

 
от​ку​да на​хо​дим r = 4.

Пусть теперь окружность радиуса r с центром O1 вписана в угол BAC и касается боковой стороны AB в точке P, вто‐
рая окружность радиуса r с центром O2 вписана в угол ABC, касается боковой стороны AB в точке Q, а также касается
пер​вой окруж​но​сти.

Из пря​мо​уголь​ных тре​уголь​ни​ков APO1 и BQO2 на​хо​дим:
 

 

Сле​до​ва​тель​но, 

от​ку​да на​хо​дим .
В слу​чае, когда окруж​но​сти впи​са​ны в углы BAC и ACB, по​лу​чим тот же ре​зуль​тат.

 

Ответ: 4 или .
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27. За​да​ние 16 № 500195. Точка O — центр правильного шестиугольника ABCDEF со сторо‐
ной 7. Найдите радиус окружности, касающейся окружностей, описанных около треугольников
BOD, DOF и BOF.

Ре​ше​ние.
Заметим, что CB = CO = CD, поэтому вершина C — центр окружности, описанной около
треугольника BOD. Аналогично, точки A и E — центры окружностей, описанных около
тре​уголь​ни​ков BOF и DOF со​от​вет​ствен​но.

Возможны два случая: либо искомая окружность касается всех трех данных внутрен‐
ним образом (рис. 1), либо одной из данных — внутренним образом, а двух других —
внеш​ним (рис. 2).

Рас​смот​рим пер​вый слу​чай. Про​дол​жим от​рез​ки OA, OC и OE за точки A, C и E до пе​‐
ресечения с соответствующими окружностями в точках A1, C1, E1. Тогда
OA1 = OC1 = OE1 = 14 — диаметры данных окружностей. Окружность S, проходящая
через точки A1, C1 и E1, касается внутренним образом окружности, описанной около тре‐
уголь​ни​ка BOF, так как расстояние между центрами этих окружностей равно разности их
ра​ди​у​сов. Ана​ло​гич​но, окруж​ность S ка​са​ет​ся осталь​ных двух окруж​но​стей.

Рассмотрим второй случай. Пусть Q — центр окружности радиуса x, касающейся внутренним образом описанной
окружности треугольника BOD и внешним образом — описанных окружностей треугольников BOF и DOF. Пусть M —
ос​но​ва​ние пер​пен​ди​ку​ля​ра, опу​щен​но​го из цен​тра A опи​сан​ной окруж​но​сти тре​уголь​ни​ка BOF на хорду OF. Тогда AM —

высота равностороннего треугольника AOF, по​это​му  Линия центров двух касающихся окружностей прохо‐
дит через точку их ка​са​ния, по​это​му
 

 
По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра  или

 

 

 
Ответ: 14, 6.

2016-03-21 24/40

Образовательный портал «РЕШУ ЕГЭ» (http://математика.решуегэ.рф)

http://xn--80aaasqmjc6cd.xn--c1ada6bq3a2b.xn--p1ai


28. За​да​ние 16 № 500476. Точка О — центр правильного шестиугольника ABCDEF, в кото‐
ром AC = 10,5. Найдите радиус окружности, касающейся окружностей, описанных около тре‐
уголь​ни​ков AOB, COD и EOF.

Ре​ше​ние.
Угол при вершине B равнобедренного треугольника ABС равен 120°, а основание

AC = 10,5, зна​чит,
 

 

Тре​уголь​ни​ки AOB, COD, и EOF — равносторонние со стороной , поэтому радиу‐
сы окруж​но​стей, опи​сан​ных около этих тре​уголь​ни​ков, равны
 

.
 

Возможны два случая: либо искомая окружность касается всех трех данных внутренним образом (рис. 1), либо одной
из дан​ных — внут​рен​ним об​ра​зом, а двух дру​гих — внеш​ним (рис. 2).
 

Рассмотрим первый случай. Пусть ОK, ОL и ОM — диаметры описанных окружностей треугольников AOB, СOD и
EOF со​от​вет​ствен​но, OK = OL = OM = 7. Окруж​ность S с цен​тром O, проходящая через точки K, L и M, касается внутрен‐
ним образом окружностей, описанных около треугольников AOB, COD и EOF, так как расстояние между центрами этих
окруж​но​стей равно раз​но​сти их ра​ди​у​сов.

Рассмотрим второй случай. Пусть Q — центр окружности радиуса x, касающейся внут‐
ренним образом описанной окружности треугольника CОD и внешним образом — описан‐
ных окружностей треугольников AOB и EОF. Пусть P — основание перпендикуляра, опу‐
щен​но​го из цен​тра N опи​сан​ной окруж​но​сти тре​уголь​ни​ка AOB на пря​мую OL. Тогда
 

 
Линия центров двух касающихся окружностей проходит через точку их касания, поэто‐

му . По тео​ре​ме Пи​фа​го​ра , или
 

 
от​ку​да на​хо​дим x = 3.
 
Ответ: 7; 3.
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29. За​да​ние 16 № 500215. Продолжение биссектрисы CD неравнобедренного треугольника
ABC пересекает окружность, описанную около этого треугольника, в точке E. Окружность, опи‐
санная около треугольника ADE, пересекает прямую AC в точке F, отличной от A. Найдите ра‐
ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC, если AC = 4, AF = 2, ∠BAC = 60°.

Ре​ше​ние.
Воз​мож​ны два слу​чая:

1) точка F лежит между A и C (рис. 1);
2) точка A лежит между F и C (рис. 2).
Рас​смот​рим пер​вый слу​чай.

 

 
поэтому треугольники CDF и CDB равны. Значит,
BC = FC = AC − AF = 2.

Тогда ис​ко​мый ра​ди​ус равен 
 

Рас​смот​рим вто​рой слу​чай.
∠AFD = ∠AED = ∠ABC, по​это​му тре​уголь​ни​ки CDF и CDB равны. Зна​чит, BC = FC = AC + AF = 6. Тогда искомый ради‐

ус равен 
 

Ответ: 
 
За​ме​ча​ние: на самом деле при внимательном рассмотрении оказывается, что первый случай невозможен, так как оказыва‐

ется, что  — самой длинной из сторон треугольника, а такого быть не может. Ошибка была допу‐
щена составителями задачи. При проверке, полный балл выставлялся, либо в случае, когда были разобраны оба случая и
верно по​лу​че​ны оба от​ве​та, либо в слу​чае, когда была объ​яс​не​на не​воз​мож​ность пер​во​го слу​чая и дан толь​ко один ответ.
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30. За​да​ние 16 № 500389. Продолжение биссектрисы CD неравнобедренного треугольника
ABC пересекает окружность, описанную около этого треугольника, в точке E. Окружность, опи‐
санная около треугольника ADE, пересекает прямую AC в точке F, отличной от A. Найдите ра‐
ди​ус окруж​но​сти, опи​сан​ной около тре​уголь​ни​ка ABC, если AC = 6, AF = 3, угол BAC равен 45°.

Ре​ше​ние.
Воз​мож​ны два слу​чая:

1) точка F лежит между A и C (рис. 1);
2) точка A лежит между F и C (рис. 2).
Рас​смот​рим пер​вый слу​чай.

 

 
поэтому треугольники CDF и CDB равны. Значит,
BC = FC = AC − AF = 3.

Тогда ис​ко​мый ра​ди​ус равен 
 

Рас​смот​рим вто​рой слу​чай.
∠AFD = ∠AED = ∠ABC, по​это​му тре​уголь​ни​ки CDF и CDB равны. Зна​чит, BC = FC = AC + AF = 9. Тогда искомый ради‐

ус равен 
 

Ответ: 
 
За​ме​ча​ние: на самом деле при внимательном рассмотрении оказывается, что первый случай невозможен, так как оказыва‐

ется, что  — самой длинной из сторон треугольника, а такого быть не может. Ошибка была допу‐
щена составителями задачи. При проверке, полный балл выставлялся, либо в случае, когда были разобраны оба случая и
верно по​лу​че​ны оба от​ве​та, либо в слу​чае, когда была объ​яс​не​на не​воз​мож​ность пер​во​го слу​чая и дан толь​ко один ответ.

2016-03-21 27/40

Образовательный портал «РЕШУ ЕГЭ» (http://математика.решуегэ.рф)

http://xn--80aaasqmjc6cd.xn--c1ada6bq3a2b.xn--p1ai


31. За​да​ние 16 № 500410. Угол C треугольника ABC равен 60°, D — отличная от A точка пе‐
ресечения окружностей, построенных на сторонах AB и AC как на диаметрах. Известно, что
DB : DC = 1 : 3. Най​ди​те угол A.

Ре​ше​ние.
Точка D лежит на окружности с диаметром AB, поэтому ∠CDA = 90°. Аналогично,
∠BDA = 90°. Сле​до​ва​тель​но, точка D лежит на пря​мой BC.

Воз​мож​ны два слу​чая: точка D лежит либо на от​рез​ке BC (рис. 1), либо
на продолжении отрезка BC за точку B (рис. 2). Точка D не может лежать на продол‐
же​нии от​рез​ка BC за точку C, так как угол ACB — ост​рый.

Положим DB = t, DC = 3t. Из прямоугольных треугольников ADC и ADB нахо‐
дим:

Рассмотрим первый случай. По теореме синусов  то есть  откуда 

Во вто​ром слу​чае  от​ку​да 

По​сколь​ку BC < AC, по​лу​ча​ем: ∠BAC < ∠ABC, зна​чит, ∠BAC — ост​рый и равен  или 
 

Ответ: 

32. За​да​ние 16 № 500430. Угол C треугольника ABC равен 60°, D — отличная от A точка пе‐
ресечения окружностей, построенных на сторонах AB и AC как на диаметрах. Известно, что
DB : DC = 2 : 3. Най​ди​те угол A.

Ре​ше​ние.
Точка D лежит на окружности с диаметром AB, поэтому ∠CDA = 90°. Аналогично,
∠BDA = 90°. Сле​до​ва​тель​но, точка D лежит на пря​мой BC.

Воз​мож​ны два слу​чая: точка D лежит либо на от​рез​ке BC (рис. 1), либо
на продолжении отрезка BC за точку B (рис. 2). Точка D не может лежать на продол‐
же​нии от​рез​ка BC за точку C, так как угол ACB — ост​рый.

По​ло​жим DB = 2t, DC = 3t. Из прямоугольных треугольников ADC и ADB нахо‐
дим:

Рас​смот​рим пер​вый слу​чай. По тео​ре​ме си​ну​сов  то есть  от​ку​да 

Во вто​ром слу​чае  от​ку​да 

По​сколь​ку BC < AC, по​лу​ча​ем: ∠BAC < ∠ABC, зна​чит, ∠BAC — ост​рый и равен  или 
 

Ответ: 
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33. За​да​ние 16 № 500964. Вневписанной окружностью треугольника называется окружность,
касающаяся одной стороны треугольника и продолжений двух других его сторон. Радиусы двух
вневписанных окружностей прямоугольного треугольника равны 7 и 17. Найдите расстояние
между их цен​тра​ми.

Ре​ше​ние.
Рас​смот​рим пря​мо​уголь​ный тре​уголь​ник ABC с ка​те​та​ми AC = b, BC = a и ги​‐

по​те​ну​зой AB = c. Пусть окружность с центром Oc радиуса rc касается гипотену‐
зы в точке T, про​дол​же​ний ка​те​тов BC и AC − в точ​ках M и N со​от​вет​ствен​но, а p
— полупериметр треугольника ABC. Из равенства отрезков касательных, прове‐
денных к окружности из одной точки, следует, что CM = CB + BM = CB + BT и
CN = CA + AN = CA + AT, по​это​му
 

 
а так как CM = CN, то CM = p. Далее, пусть окружность с центром Oa радиуса ra
касается катета BC в точке K, а продолжений сторон AB и AC — в точка P и Q
соответственно. Рассуждая аналогично, получаем AQ = AP = p. Четырехугольни‐
ки NOcMC и KOaQC — квад​ра​ты, по​это​му
 

 
зна​чит, ra < rc.

Следовательно, радиус вневписанной окружности, касающейся гипотенузы данного прямоугольного треугольника, не
может быть равен 7.

Таким образом, возможны только такие случаи: Либо радиус окружности, касающейся гипотенузы, равен 17, а радиус
окруж​но​сти, ка​са​ю​щей​ся од​но​го из ка​те​тов, равен 7, либо ра​ди​у​сы окруж​но​стей, ка​са​ю​щих​ся ка​те​тов, равны 7 и 17.

Пред​по​ло​жим, что rc = 17 и ra = 7 (рис. 1).
Опу​стим пер​пен​ди​ку​ляр OaF из цен​тра мень​шей окруж​но​сти на OcN. Тогда

 

 

Сле​до​ва​тель​но,
 

 
 
Пусть те​перь rb = 17 и ra = 7. (рис 2)

Центр окружности, вписанной в угол, лежит на биссектрисе угла, поэтому
точки Oa,C и Ob лежат на оной пря​мой. Сле​до​ва​тель​но,
 

 
Ответ: 26 или 
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34. За​да​ние 16 № 501398. Стороны AB и BC треугольника ABC равны соответственно 26 и
14,5, а его высота BD равна 10. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в
тре​уголь​ни​ки ABD и BCD.

Ре​ше​ние.
Пусть точки O и P ― центры окружностей, вписанных в треугольники ABD

и BCD соответственно, R и r ― радиусы этих окружностей, а точки E и F ―
точки, в которых окружности касаются отрезка BD. Из прямоугольных тре‐
уголь​ни​ков ABD и BCD на​хо​дим:
 

 

 
Опустим из точки O перпендикуляр OK на прямую FP (см. рис. 1, 2). Искомое

р а с с т о я н и е OP находим из прямоугольного треугольника 

 
Пер​вый слу​чай (точка D лежит между точ​ка​ми A и С, см. рис. 1):

 

 

 

 
Вто​рой слу​чай (точка C лежит между точ​ка​ми A и D, см. рис. 2):

 

 

 

 
Ответ:  или 
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35. За​да​ние 16 № 501418. Стороны KM и MN треугольника KMN равны соответственно 30 и
25, а его высота MH равна 24. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в
тре​уголь​ни​ки KMH и MNH.

Ре​ше​ние.
Пусть точки O и P ― центры окружностей, вписанных в треугольники KMH и MNH соответственно, R и r ― радиусы

этих окруж​но​стей, а точки E и F ― точки, в которых окружности касаются отрезка MH. Из прямоугольных треугольников
KMH и MNH на​хо​дим:
 

 

 
Опустим из точки O перпендикуляр OQ на прямую FP (см. рис. 1, 2).

Искомое расстояние OP находим из прямоугольного треугольника 

 
Пер​вый слу​чай. Точка H лежит между точ​ка​ми K и N, см. рис. 1.

 

 

 

 
Вто​рой слу​чай. Точка N лежит между точ​ка​ми K и H, см. рис. 2.

 

 

 

 
Ответ:  или 
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36. За​да​ние 16 № 502117. Окружность радиуса  вписана в прямой угол. Вторая окруж‐
ность также вписана в этот угол и пересекается с первой в точках M и N. Известно, что расстоя‐
ние между цен​тра​ми окруж​но​стей равно 12. Най​ди​те MN.

Ре​ше​ние.
Пусть O1 — центр окружности радиуса  O2 — центр второй окружности, A — вершина
пря​мо​го угла, тогда
 

Воз​мож​ны два слу​чая.
Пер​вый слу​чай: точка O1 лежит между точ​ка​ми A и O2 (рис. 1), тогда O2A = O1A + O1O2 = 28,

от​ку​да ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти 
В треугольнике O1MO имеем O1O2 = 12,  Поскольку

общая хорда MN окружностей перпендикулярна линии центров O1O2 и делится ею пополам, высота MH треугольника
O1MO2 равна по​ло​ви​не MN.

В тре​уголь​ни​ке O1MO2 по​лу​пе​ри​метр 
 

 

от​ку​да 

 
Второй случай: точка O2 лежит между точками A и O1 (рис. 2), тогда

O2A = O1A − O1O2 от​ку​да ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти 

В треугольнике O1MO2 имеем O1O2 = 12,  Аналогично
пер​во​му слу​чаю, вы​со​та MH тре​уголь​ни​ка O1MO2 равна по​ло​ви​не MN.

В тре​уголь​ни​ке O1MO2 по​лу​пе​ри​метр 
 

 

от​ку​да 

 
Ответ:  или 

37. За​да​ние 16 № 502137. Окружность радиуса  вписана в прямой угол. Вторая окруж‐
ность также вписана в этот угол и пересекается с первой в точках M и N. Известно, что расстоя‐
ние между цен​тра​ми окруж​но​стей равно 16. Най​ди​те MN.
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Ре​ше​ние.
Пусть O1 — центр окружности радиуса  O2 — центр второй окружно‐

сти, A — вер​ши​на пря​мо​го угла, тогда 
Воз​мож​ны два слу​чая.

 
Пер​вый слу​чай.
Точка O1 лежит между точ​ка​ми A и O2 (рис. 1), тогда

 

 
откуда радиус второй окружности  В треугольнике O1MO2

имеем O1O2 = 16, 
Поскольку общая хорда MN окружностей перпендикулярна линии центров

O1O2 и делится ею пополам, высота MH треугольника O1MO2, равна половине
MN.

В тре​уголь​ни​ке O1MO2, по​лу​пе​ри​метр
 

 

 
от​ку​да
 

 
 

Вто​рой слу​чай.
Точка O2, лежит между точ​ка​ми A и O1 (рис. 2), тогда O2A = O1A − O1O2 = 8, отку‐

да ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти 
В тре​уголь​ни​ке O1MO2 имеем O1O2 = 16, 
Аналогично первому случаю, высота MH треугольника O1MO2, равна половине

MN.
В тре​уголь​ни​ке O1MO2, по​лу​пе​ри​метр

 

 

 
от​ку​да

 
Ответ: 
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38. За​да​ние 16 № 484614. Высота равнобедренного треугольника, опущенная на основание,
равна 9, а радиус вписанной в треугольник окружности равен 4. Найдите радиус окружности, ка‐
са​ю​щей​ся сто​ро​ны тре​уголь​ни​ка и про​дол​же​нии двух его сто​рон.

Ре​ше​ние.
Пусть AD — высота равнобедренного треугольника ABC, опущенная на его основание BC,
O — центр впи​сан​ной окруж​но​сти, P — точка ее ка​са​ния с бо​ко​вой сто​ро​ной AB.

Тогда

 
Обо​зна​чим ∠BAD = α. Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка на​хо​дим, что

 

 

Т о г д а     

 
Пусть окруж​ность с цен​тром O1 и ра​ди​у​сом r1 ка​са​ет​ся про​дол​же​ния бо​ко​вых сто​рон AB и AC в точ​ках F и G со​от​вет​‐

ствен​но, а также ос​но​ва​ния BC. Тогда D — точка ка​са​ния, по​это​му
 

 

Сле​до​ва​тель​но, 
 

Пусть теперь окружность с центром O2 радиуса r2 касается боковой стороны AB,
про​дол​же​ния ос​но​ва​ния BC в точке Q и про​дол​же​ния бо​ко​вой сто​ро​ны AC в точке K.
Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, поэтому AO2 и
AD — бис​сек​три​сы смеж​ных углов BAK и CAB зна​чит, ∠DAO2 = 90°. Тогда ADQO2
— пря​мо​уголь​ник. Сле​до​ва​тель​но, r2 = O2Q = AD = 9. Радиус окружности, касающей‐
ся бо​ко​вой сто​ро​ны AC и про​дол​же​ний ос​но​ва​ния BC и бо​ко​вой сто​ро​ны AB также равен 9.
 
Ответ: 9 или 36.
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39. За​да​ние 16 № 485990. Дан треугольник ABC со сторонами AB = 15, AC = 9 и BC = 12. На
сто​ро​не BC взята точка D, а на отрезке AD — точка O, при​чем CD = 4 и AO = 3OD. Окружность
с цен​тром O проходит через точку C. Найдите расстояние от точки C до точки пересечения этой
окруж​но​сти с пря​мой AB.

Ре​ше​ние.
Про​ве​дем через вер​ши​ну A прямую, параллельную BC. Пусть T — точка ее

пересечения с прямой CO, а M — точка пересечения AB и CT. Треугольник

AOT подобен треугольнику DOC с коэффициентом  поэтому
AT = 3CD = 12. Значит, треугольник AMT равен треугольнику BMC по стороне
и двум прилежащим к ней углам. Тогда M — середина стороны AB. Следова‐
тель​но, CM — медиана треугольника ABC. Медиана прямоугольного треуголь‐
ника, проведенная из прямого угла равна половине гипотенузы, значит 

Через вершину C проведем прямую, параллельную AB. Пусть Q— точка ее
пересечения с прямой AO. Треугольник CDQ подобен треугольнику BDA с ко‐

эф​фи​ци​ен​том  по​это​му  Тогда треуголь‐
ни​ки AMO и QCO равны по стороне и двум прилежащим к ней углам. Поэтому
O — се​ре​ди​на CM.
 

Окружность с центром O проходит через точку C, и при этом OM = OC.
Сле​до​ва​тель​но, OM — ра​ди​ус этой окруж​но​сти. Тре​уголь​ник ABC прямоуголь‐

ный,  а точка M — одна из точек пересечения прямой AB
и окруж​но​сти.
 

Пусть N — вторая точка пересечения окружности с прямой AB. Тогда угол CNM — вписанный и опирающийся на
диа​метр CM, так что CN ⊥ AB, то есть CN — вы​со​та тре​уголь​ни​ка ABC.
 

От​сю​да 
 
 
Ответ: 7,5 или 7,2.
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40. За​да​ние 16 № 500450. Боковые стороны AB и CD трапеции ABCD равны 6 и 8 соответ‐
ственно. Отрезок, соединяющий середины диагоналей, равен 5, средняя линия трапеции равна
25. Прямые AB и CD пересекаются в точке M. Найдите радиус окружности, вписанной в тре‐
уголь​ник BMC.

Ре​ше​ние.
В любой трапеции отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, равен полу‐
разности оснований трапеции, а средняя линия — полусумме оснований трапеции. В
нашем случае полуразность оснований равна 5, а полусумма оснований равна 25, поэто‐
му ос​но​ва​ния тра​пе​ции равны 20 и 30.
 

Предположим, что BC = 30, AD = 20 (рис. 1). Стороны BC и AD треугольников

MBC и MAD па​рал​лель​ны, по​это​му эти тре​уголь​ни​ки по​доб​ны с ко​эф​фи​ци​ен​том 
. Зна​чит,

 
Заметим, что MB2 + MC2 = BC2, поэтому треугольник прямоугольный с гипотенузой MBC. Радиус его вписанной

окруж​но​сти равен:
 

 
Пусть теперь AD = 30, BC = 20 (рис. 2). Аналогично предыдущему случаю можно

показать, что радиус вписанной окружности треугольника MAD равен 6. Треугольники

MAD и MBC подобны с коэффициентом . Значит, радиус вписанной окружности
тре​уголь​ни​ка MBC равен r = 6k = 4.
 
Ответ: 4; 6.

41. За​да​ние 16 № 500818. На стороне BA угла ABC, равного 30°, взята такая точка D, что
AD = 2 и BD = 1. Най​ди​те ра​ди​ус окруж​но​сти, про​хо​дя​щей через точки A и D и ка​са​ю​щей​ся пря​‐
мой BC.
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Ре​ше​ние.
Центр O искомой окружности принадлежит серединному перпендикуляру отрезка AD. Обозначим P середину отрезка

AD, Q — ос​но​ва​ние пер​пен​ди​ку​ля​ра, опу​щен​но​го из точки O на пря​мую BC, E — точку пе​ре​се​че​ния се​ре​дин​но​го пер​пен​‐
ди​ку​ля​ра с пря​мой BC (см. рис. а). Из усло​вия ка​са​ния окруж​но​сти и пря​мой BC сле​ду​ет, что от​рез​ки OA, OD и OQ равны
ра​ди​у​су R окруж​но​сти.

За​ме​тим, что точка O не может ле​жать по ту же что​ро​ну от пря​мой AB, что и точка E, так как в этом слу​чае рас​сто​я​ние
от точки O до пря​мой BC мень​ше, чем рас​сто​я​ние от нее до точки A.

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка BPE с ка​те​том BP = 2 и ∠B = 30° на​хо​дим, что 

Так как OA = R и AP = 1, по​лу​ча​ем:  сле​до​ва​тель​но, 
Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка OQE, в ко​то​ром ∠E = 60°, на​хо​дим:

 

 
В ре​зуль​та​те по​лу​ча​ем урав​не​ние:

 
Возведем в квадрат обе части этого уравнения и приведем подобные члены. Получим уравнение R1 = 1, R2 = 7. Если

ра​ди​ус равен 1, то цен​тром окруж​но​сти яв​ля​ет​ся точка P (см. рис.).
 

 
Ответ: 1 или 7.

2016-03-21 37/40

Образовательный портал «РЕШУ ЕГЭ» (http://математика.решуегэ.рф)

http://xn--80aaasqmjc6cd.xn--c1ada6bq3a2b.xn--p1ai


42. За​да​ние 16 № 500920. Окружность, вписанная в треугольник АВС, площадь которого
равна 66, касается средней линии, параллельной стороне ВС. Известно, что ВС = 11. Найдите
сто​ро​ну АВ.

Ре​ше​ние.
Обо​зна​чим AB = x, AC = y, пусть p — полупериметр треугольника ABC. Пусть M и N —

се​ре​ди​ны сто​рон AB и AC со​от​вет​ствен​но. Тогда 
В тра​пе​ции BMNC впи​са​на окруж​ность, по​это​му

 

 
зна​чит,
 

 

 
По фор​му​ле Ге​ро​на:

 
 

 

 
От​сю​да на​хо​дим, что  или 

 
Ответ: 13 или 20.

43. За​да​ние 16 № 503255. Окружность радиуса 6 вписана в угол, равный 60°. Вторая окруж‐
ность также вписана в этот угол и пересекается с первой в точках M и N . Известно, что расстоя‐
ние между цен​тра​ми окруж​но​стей равно 4. Най​ди​те MN.
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Ре​ше​ние.
Пусть O1 — центр окружности радиуса 6, O2 — центр второй окружности, O — вершина

угла, в который вписаны окружности, A и B — точки касания соответственно первой и второй
окруж​но​стей с одной из сто​рон угла, тогда OO1 = 2O1A = 12.

Возможны два случая. Первый случай: точка O1 лежит между точками O и O2 (рис. 1), тогда
OO2 = OO1 + O1O2 = 16, от​ку​да ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти
 

 
В тре​уголь​ни​ке O1MO2 имеем O1O2 = 4, O1M = 6, O2M = 8. Поскольку общая хорда MN окружностей перпендикуляр‐

на линии цен​тров O1O2 и де​лит​ся ею по​по​лам, вы​со​та MH тре​уголь​ни​ка O1MO2 равна по​ло​ви​не MN.

В тре​уголь​ни​ке O1MO2 по​лу​пе​ри​метр 
 

 
от​ку​да

 
Второй случай: точка O2 лежит между точками O и O1 (рис. 2), тогда OO2 = OO1 − O1O2 = 8,

от​ку​да ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти
 

 
В тре​уголь​ни​ке O1MO2 имеем O1O1 = 4, O1M = 6, O2M = 4. Аналогично первому случаю, высо‐

та MH тре​уголь​ни​ка O1MO2 равна по​ло​ви​не MN.

В тре​уголь​ни​ке O1MO2 по​лу​пе​ри​метр 
 

 
от​ку​да

 
Ответ:  или 
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44. За​да​ние 16 № 513349. Первая окружность с центром O, вписанная в равнобедренный тре‐
угольник KLM, касается боковой стороны KL в точке B, а основания ML — в точке A. Вторая
окруж​ность с цен​тром O1 ка​са​ет​ся ос​но​ва​ния ML и про​дол​же​ний бо​ко​вых сто​рон.

а) До​ка​жи​те, что тре​уголь​ник OLO1 пря​мо​уголь​ный.
б) Най​ди​те ра​ди​ус вто​рой окруж​но​сти, если из​вест​но, что ра​ди​ус пер​вой равен 6 и AK = 16.
Ре​ше​ние.

а) Пусть окружность с центром O1 касается продолжения боковой стороны KL в
точке C. Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, поэтому
LO и LO1 — биссектрисы смежных углов KLM и CLM. Следовательно,
∠OLO1 = 90°.

б) Пря​мо​уголь​ные тре​уголь​ни​ки KBO и KAL по​доб​ны, по​это​му
 

 
Зна​чит,

 

 
Пусть ра​ди​ус окруж​но​сти с цен​тром O1 равен r1. Тре​уголь​ник KLM

равнобедренный, поэтому окружности с центрами O и O1 касаются основания ML
в одной и той же точке A. Значит, точка A лежит на отрезке OO1, причём LA — высота прямоугольного треугольника
OLO1, про​ведённая из вер​ши​ны пря​мо​го угла. Сле​до​ва​тель​но,
 

 
Ответ: б) 24.
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