
Системы с параметром

1. За​да​ние 18 № 500004. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система 

 имеет ровно два ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
Не​ра​вен​ство (1) за​да​ет пару вер​ти​каль​ных углов на ко​ор​ди​нат​ной плос​ко​сти
Oxy (см. рисунок). Графиком уравнения (2) является окружность радиуса 

, центр которой ― точка  ― лежит на прямой 

. Поскольку оба графика симметричны относительно прямой 
, система будет иметь ровно два решения тогда и только тогда,

когда рас​сто​я​ние PK от цен​тра окруж​но​сти до пря​мой

 будет равняться радиусу  данной окружности. Из тре‐

уголь​ни​ка POK на​хо​дим: , где  ― угловой ко‐

эф​фи​ци​ент пря​мой . Таким об​ра​зом, ,

, , от​ку​да

 

.

Окон​ча​тель​но по​лу​ча​ем: , ,  или .

 
 

Ответ:  или .
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2. За​да​ние 18 № 507483. Найти все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

не имеет ре​ше​ний.
Ре​ше​ние.
Рас​смот​рим вто​рое не​ра​вен​ство си​сте​мы:  Если  то неравенство, а значит и система не имеет ре‐

ше​ний. Если  то ре​ше​ние не​ра​вен​ства — луч  Если  то ре​ше​ние не​ра​вен​ства — луч 

При  пер​вое не​ра​вен​ство си​сте​мы при​ни​ма​ет вид: 

Если  то решение этой системы — два луча с концами в точках  Если  то решение

этой системы — полуинтервал с концами в точках  Отметим, что точки  нет в множестве
ре​ше​ний пер​во​го не​ра​вен​ства.

Очевидно, что при , решение системы будет содержать луч, вида , где  большее из чисел 

 и , а зна​чит си​сте​ма будет иметь ре​ше​ние.

Для того, чтобы си​сте​ма не имела ре​ше​ний, при  не​об​хо​ди​мо и до​ста​точ​но:
 

 
Таким об​ра​зом, при  ис​ход​ная си​сте​ма не​ра​венств не имеет ре​ше​ний.

 
Ответ: 
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3. За​да​ние 18 № 507636. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му:
 

 
Неравенство  задаёт на плоскости полосу, граница

ко​то​рой — пара па​рал​лель​ных пря​мых:  и 
Если  то система не имеет решений, поскольку правая часть урав‐

не​ния ста​но​вит​ся от​ри​ца​тель​ной. Если  то уравнение принимает вид: 
 и задаёт единственную точку  координаты которой удовлетворяют неравенству: 
 Сле​до​ва​тель​но, при  си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Рассмотрим случай  Тогда уравнение  определяет окружность радиусом 
 Центр  окружности лежит на прямой y=2x, которая перпендикулярна граничным прямым полосы и

пересекает их в точках  и  Система имеет единственное решение, если только окружность
внешним образом касается полосы в точке  или в точке  Если точка касания —  то  что невозможно.
Окруж​ность ка​са​ет​ся по​ло​сы в точке B, толь​ко если  и  По​лу​ча​ем:
 

 
Усло​вию  удо​вле​тво​ря​ет толь​ко ко​рень 

 
Ответ: −2; 3.
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4. За​да​ние 18 № 507648. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му:
 

 
Неравенство  задаёт на плоскости полосу, граница которой

— пара па​рал​лель​ных пря​мых:  и 

Если  то система не имеет решений, поскольку правая часть уравнения

становится отрицательной. Если  то уравнение принимает вид: 

 и задаёт единственную точку  координаты ко‐

то​рой удо​вле​тво​ря​ют не​ра​вен​ству:  Сле​до​ва​тель​но, при

 си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Рассмотрим случай  Тогда уравнение  определяет окружность радиусом 

 Центр  окруж​но​сти лежит на пря​мой , ко​то​рая пер​пен​ди​ку​ляр​на гра​нич​ным пря​мым по​‐

лосы и пересекает их в точках  и  Система имеет единственное решение, если только окруж‐
ность внешним образом касается полосы в точке  или в точке  Если точка касания —  то  что невоз‐

мож​но, по​сколь​ку  Окруж​ность ка​са​ет​ся по​ло​сы в точке B, толь​ко если  и  По​лу​ча​ем:

 
Усло​вию  удо​вле​тво​ря​ет толь​ко ко​рень 

 

Ответ: 
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5. За​да​ние 18 № 509026. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Вы​де​лим в урав​не​нии си​сте​мы пол​ные квад​ра​ты:
 

 
Ещё раз вы​де​лим пол​ный квад​рат:

 

 
Уравнение определяет окружность с центром  и радиусом 

 Не​ра​вен​ство  опре​де​ля​ет вер​ти​каль​ную по​ло​‐
су 

На ри​сун​ке видно, что един​ствен​ное ре​ше​ние по​лу​ча​ет​ся в двух слу​ча​ях.
1. Окружность касается полосы внешним образом. Это происходит тогда и только тогда, когда центр расположен вне

по​ло​сы, а её ра​ди​ус равен рас​сто​я​нию от цен​тра до бли​жай​шей гра​ни​цы по​ло​сы:
 

 
от​ку​да

 

Пер​вая си​сте​ма имеет ре​ше​ние  Вто​рая си​сте​ма имеет ре​ше​ние 
2. Окруж​ность пре​вра​ща​ет​ся в точку и при этом при​над​ле​жит по​ло​се:

 

 

Ответ: 
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6. За​да​ние 18 № 509206. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма урав​не​ний
 

 
имеет ровно два раз​лич​ных ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что

 
По​это​му ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на сме​шан​ной си​сте​ме

 

 
Полученная смешанная система имеет ровно два решения в том и только в том случае, когда семейство прямых 

 имеет с гра​фи​ком си​сте​мы
 

 
ровно две общие точки, то есть при 

7. За​да​ние 18 № 509584. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система
урав​не​ний
 

 
имеет ровно два ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
Первое уравнение системы раскладывается на множители: ( x − 2y)(y − 2x) = 0. Следовательно, уравнение задаёт пару

пря​мых x = 2y и y = 2x.
Вто​рое урав​не​ние при каж​дом a ≠ 0 — урав​не​ние окруж​но​сти c цен​тром ( a, a) и ра​ди​у​сом 
Если a = 0, то си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние и по​это​му не удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи.
Пусть a ≠ 0. Тогда условие задачи выполнено тогда и только тогда, когда окружность касается каждой из прямых. То

есть рас​сто​я​ние от цен​тра до каж​дой из пря​мых равно ра​ди​у​су окруж​но​сти.
Можно вос​поль​зо​вать​ся гео​мет​ри​че​ским ме​то​дом или ис​поль​зо​вать фор​му​лу рас​сто​я​ния от точки до пря​мой.

 

 
От​сю​да a = ± 0,2.

 
Ответ: a = ± 0,2
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8. За​да​ние 18 № 509825. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что

 
Тогда ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на сле​ду​ю​щей сме​шан​ной си​сте​ме:

 

 
Построим её график и определим, при каких значения параметра пучок прямых  имеет единственную

общую точку с объ​еди​не​ни​ем пря​мых  и  при усло​ви​ях  (см. рис.)

Ответ: 
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9. За​да​ние 18 № 509846. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма урав​не​ний
 

 
имеет ровно два раз​лич​ных ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что

 

 
По​это​му ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на сме​шан​ной си​сте​ме
 

 
Полученная смешанная система имеет ровно два решения в том и только в том случае, когда семейство прямых 

 имеет с гра​фи​ком си​сте​мы
 

 
ровно две общие точки, то есть при 

10. За​да​ние 18 № 509893. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система
урав​не​ний
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
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Ре​ше​ние.
За​ме​тим, что

 

 
По​это​му ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на сме​шан​ной си​сте​ме
 

 
Полученная смешанная система имеет ровно два решения в том и только в том случае, когда семейство прямых 

 имеет с гра​фи​ком си​сте​мы
 

 
ровно две общие точки, то есть при 

Пре​об​ра​зу​ем пер​вое урав​не​ние:
 

 

 
Графиком первого уравнения является объединение открытого луча AB, закрытого луча CD и отрезка BE с открытым

кон​цом E. Вто​рое урав​не​ние пе​ре​пи​шем в виде: y = −x + a оно задаёт мно​же​ство па​рал​лель​ных пря​мых с k = −1; значение
па​ра​мет​ра a равно ор​ди​на​те точки, в ко​то​рой каж​дая пря​мая пе​ре​се​ка​ет ось Oy.

Количество точек пересекающих графиков даёт нам количество решений исходной системы. Значение a1 найдём из
условия, что прямая y = −x + a проходит через точку B(−4; −4), также поступим с остальными параметрами C(−4; 2): a2 =
−4 + 2 = −2, A(−4; 5): a3 = −4 + 5 = 1, D(0; 2): a4 = 0 +2 = 2, E(3; 5): a5 = 3 + 5 =8.

Ко​ли​че​ство точек пе​ре​се​ка​ю​щих гра​фик от зна​че​ния a:
a ≤ −6 — 1 точка, −6< a ≤ −2 — 2 точки, −2 < a < 1 — 3 точки, 1 ≤ a < 2 — 2 точки, a = 2 — 1 точка, 2 < a < 8 — 2 точки, ≥ 8
— 1 точка, то по усло​вию сле​дую зна​че​ния 
 
Ответ: 
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11. За​да​ние 18 № 509931. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система
урав​не​ний
 

 
имеет ровно два ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
Первое уравнение системы раскладывается на множители: ( x − 3y)(y − 3x) = 0. Следовательно, уравнение задаёт пару

пря​мых x = 3y и y = 3x.
Вто​рое урав​не​ние при каж​дом a ≠ 0 — урав​не​ние окруж​но​сти c цен​тром ( a, a) и ра​ди​у​сом 
Если a = 0, то си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние и по​это​му не удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи.
Пусть a ≠ 0. Тогда условие задачи выполнено тогда и только тогда, когда окружность касается каждой из прямых. То

есть рас​сто​я​ние от цен​тра до каж​дой из пря​мых равно ра​ди​у​су окруж​но​сти.
Можно вос​поль​зо​вать​ся гео​мет​ри​че​ским ме​то​дом или ис​поль​зо​вать фор​му​лу рас​сто​я​ния от точки до пря​мой.

 

 
От​сю​да a = ± 0,2.

 
Ответ: a = ± 0,2

12. За​да​ние 18 № 509973. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма урав​не​ний
 

 
имеет более двух ре​ше​ний.
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Ре​ше​ние.
Изобразим на координатной плоскости множество точек, координа‐
ты ко​то​рых удо​вле​тво​ря​ют пер​во​му урав​не​нию си​сте​мы.

Рас​смот​рим два слу​чая:
1) Если x + 2y − 5 ≥ 0, то по​лу​ча​ем урав​не​ние

 

 
Полученное уравнение задаёт окружность с центром в

точке O1(2; 4) и ра​ди​у​сом 
2) Если x + 2y − 5 ≤ 0, то по​лу​ча​ем урав​не​ние

 

 
Полученное уравнение задаёт окружность с центром в

точке O2(0; 0) и ра​ди​у​сом 
Полученные окружности пересекаются в двух точках A(−1; 3) и B(3; 1), лежащих на прямой x + 2y − 5 = 0, поэтому в

пер​вом слу​чае по​лу​ча​ем дугу ω1 с кон​ца​ми в точ​ках A и B, во вто​ром — дугу ω2 с кон​ца​ми в тех же точ​ках (см. рис.).

За​ме​тим, что точка  лежит на дуге ω2 и пря​мая O2C пер​пен​ди​ку​ляр​на пря​мой O1O2.
Рас​смот​рим вто​рое урав​не​ние си​сте​мы. Оно задаёт пря​мую m, па​рал​лель​ную пря​мой O1O2 или сов​па​да​ю​щую с ней.
При a = −5 прямая m пересекает каждую из дуг ω1 и ω2 в точке A и ещё в одной точке, отличной от точки A, то есть

ис​ход​ная си​сте​ма имеет три ре​ше​ния.
Ана​ло​гич​но, при a = 5 пря​мая m про​хо​дит через точку B и ис​ход​ная си​сте​ма имеет три ре​ше​ния.
При  прямая m проходит через точку C, значит, прямая m касается дуг ω2 и ω1, то есть исходная система

имеет два ре​ше​ния.
Ана​ло​гич​но, при  пря​мая m ка​са​ет​ся дуг ω2 и ω1, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

При  или  прямая m пересекает каждую из дуг ω1 и ω2 в двух точках, отличных от
точек A и B, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет че​ты​ре ре​ше​ния.

При −5 < a < 5 пря​мая m пе​ре​се​ка​ет каж​дую из дуг ω1 и ω2 в точке, от​лич​ной от точек A и B, то есть исходная система
имеет два ре​ше​ния.

При  или  пря​мая m не пе​ре​се​ка​ет дуги ω1 и ω2, то есть ис​ход​ная си​сте​ма не имеет ре​ше​ний.

Зна​чит, ис​ход​ная си​сте​ма имеет более двух ре​ше​ний при  или 
Ответ: 
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13. За​да​ние 18 № 510076. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система
урав​не​ний
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем пер​вое урав​не​ние:

 

 

 
Графиком первого уравнения является объединение открытого

луча  закрытого луча  и отрезка  с открытым концом 
 Второе уравнение перепишем в виде:  оно задаёт

множество параллельных прямых с угловым кожффициентом 
 Значение параметра  равно ординате точки, в которой

каж​дая такая пря​мая пе​ре​се​ка​ет ось 
Ко​ли​че​ство точек пе​ре​се​се​ний гра​фи​ков со​от​вет​ству​ет ко​ли​че​‐

ству решений исходной системы. Значение  находим из условия, что прямая  проходит через точку 
 также поступим с остальными параметрами 

Таким об​ра​зом, ко​ли​че​ство точек пе​ре​се​чений гра​фиков в за​ви​си​мо​сти от зна​че​ния  сле​ду​ю​щее:
 — одна точка,  — две точки,  — три точки,  — две точки,  —

одна точка,  — две точки,  — одна точка. От​ку​да по​лу​ча​ем ответ к за​да​че.
 
Ответ: 
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14. За​да​ние 18 № 510104. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма урав​не​ний
 

 
имеет более двух ре​ше​ний.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем пер​вое урав​не​ние си​сте​мы:

 

 
Тем самым, первое уравнение задаёт объединение дуг  и 

окружностей радиуса  с центрами в точках  и 
лежащих ниже и выше прямой  соответственно (см. рис.), пе‐
ресекающихся в точках  и  Заметим, что точка каса‐
ния  лежит на дуге  и прямая  перпендикулярна
пря​мой 

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задаёт прямую  парал‐
лель​ную пря​мой  или сов​па​да​ю​щую с ней.

При  прямая  пересекает каждую из дуг  и  в точке  и
ещё в одной точке, отличной от точки  то есть исходная система имеет
три ре​ше​ния.

Ана​ло​гич​но, при  пря​мая  проходит через точку  и исход‐
ная си​сте​ма имеет три ре​ше​ния.

При  прямая  проходит через точку  значит, прямая 
ка​са​ет​ся дуг  и  то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

Аналогично, при  прямая  касается дуг  и  то
есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

При  или  пря​мая  пе​ре​се​ка​ет каж​дую из дуг  и  в двух точ​ках, от​лич​ных от
точек  и  то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет че​ты​ре ре​ше​ния.

При  прямая  пересекает каждую из дуг  и  в точке, отличной от точек  и  то есть исходная
си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

При  или  пря​мая  не пе​ре​се​ка​ет дуги  и  то есть ис​ход​ная си​сте​ма не имеет ре​ше​ний.
Зна​чит, ис​ход​ная си​сте​ма имеет более двух ре​ше​ний при  или 

Ответ: 
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15. За​да​ние 18 № 510517. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Вы​де​лим в урав​не​нии си​сте​мы пол​ные квад​ра​ты:

 

 
Ещё раз вы​де​лим пол​ный квад​рат:

 

 

 
Уравнение определяет окружность с центром  и радиусом 

 Неравенство  определяет горизонтальную полосу  На рисунке видно, что един‐
ствен​ное ре​ше​ние по​лу​ча​ет​ся в двух слу​ча​ях.

1. Окружность касается полосы внешним образом. Это происходит тогда и только тогда, когда центр расположен вне
по​ло​сы, а её ра​ди​ус равен рас​сто​я​нию от цен​тра до бли​жай​шей гра​ни​цы по​ло​сы:
 

 
от​ку​да

 
Пер​вая си​сте​ма не имеет ре​ше​ний. Вто​рая си​сте​ма имеет ре​ше​ние 
2. Окруж​ность пре​вра​ща​ет​ся в точку и при этом при​над​ле​жит по​ло​се:

 

Ответ: 0; 1.
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16. За​да​ние 18 № 510583. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му:
 

 
Неравенство  задаёт на плоскости полосу, граница которой

— пара па​рал​лель​ных пря​мых:  и 

Если  то система не имеет решений, поскольку правая часть уравнения

становится отрицательной. Если  то уравнение принимает вид: 

 и задаёт единственную точку  координаты ко‐

то​рой удо​вле​тво​ря​ют не​ра​вен​ству:  Сле​до​ва​тель​но, при

 си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Рассмотрим случай  Тогда уравнение  определяет окружность радиусом 

 Центр  окруж​но​сти лежит на пря​мой , ко​то​рая пер​пен​ди​ку​ляр​на гра​нич​ным пря​мым по​‐

лосы и пересекает их в точках  и  Система имеет единственное решение, если только окруж‐
ность внешним образом касается полосы в точке  или в точке  Если точка касания —  то  что невоз‐

мож​но, по​сколь​ку  Окруж​ность ка​са​ет​ся по​ло​сы в точке B, толь​ко если  и  По​лу​ча​ем:

 
Усло​вию  удо​вле​тво​ря​ет толь​ко ко​рень 
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17. За​да​ние 18 № 512340. Найдите все целочисленные значения параметра а, при каждом из
ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пусть (x, y) — решение системы. Тогда при любом значении параметра a левая часть первого уравнения системы есть

сумма расстояний от точки (x, y) до точек (1, a) и (5, a), лежащих на прямой y = a , параллельной оси абсцисс. Но расстоя‐
ние между точ​ка​ми (1, a) и (5, a) равно 4, и по​это​му ре​ше​ние пер​во​го урав​не​ния — мно​же​ство точек ( x, y), причём 1 ≤ x ≤
5, y = a, по​сколь​ку иначе
 

 
Следовательно, данная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда второе уравнение системы

имеет един​ствен​ное ре​ше​ние на от​рез​ке 1 ≤ x ≤ 5.
Рас​смот​рим квад​ра​тич​ную функ​цию

 

 
Её график — парабола, направленная ветвями вверх. Поскольку свободный  при любом a, то корни

этой функции имеют разные знаки. Известно, что в этом случае единственный положительный корень функции 
 лежит на отрезке 1 ≤ x ≤ 5 тогда и только тогда, когда  и  Получа‐

ем си​сте​му
 

 
По​сколь​ку любое ре​ше​ние по​лу​чен​но​го не​ра​вен​ства долж​но удо​вле​тво​рять усло​вию  то есть 

и по условию a — целое число, то решениями неравенства могут быть только  Из этих условий
про​вер​кой по​лу​ча​ем все ре​ше​ния: −2, ±1, 0.
 

Ответ: −2, ±1, 0.
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18. За​да​ние 18 № 512361. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
За​пи​шем си​сте​му в виде

 

 
Если а ≠ −1, а ≠ −2 , то каждое уравнение системы есть уравнение окружности. В этом случае система имеет един‐

ственное решение тогда и только тогда, когда расстояние между центрами этих окружностей равно сумме или разности их
ра​ди​у​сов.

При а = −1 имеем си​сте​му
 

 
Эта си​сте​ма ре​ше​ний не имеет. Сле​до​ва​тель​но, а = −1 не удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи. При а = −2 имеем си​сте​му

 

 
Эта си​сте​ма тоже ре​ше​ний не имеет. Сле​до​ва​тель​но, и а = −2 не удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи.

 
Пусть а ≠ −1, а ≠ −2. Расстояние O1O2 между центрами O1(a, −2a) и O2(−2a, 2a) равно 

 а ра​ди​у​сы  и  Решим два уравнения: (1) 
и (2) 

Уравнение (1) имеет вид  уравнение (2) имеет вид  Решением

урав​не​ния (1) яв​ля​ют​ся числа 1 и  Ре​ше​ни​ем урав​не​ния (2) яв​ля​ются числа 
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19. За​да​ние 18 № 512382. Найдите все целочисленные значения параметра а, при каждом из
ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пусть (x, y) — решение системы. Тогда при любом значении параметра a левая часть первого уравнения системы есть

сумма расстояний от точки (x, y) до точек (2, a) и (5, a), лежащих на прямой y = a , параллельной оси абсцисс. Но расстоя‐
ние между точ​ка​ми (2, a) и (5, a) равно 3, и по​это​му ре​ше​ние пер​во​го урав​не​ния — мно​же​ство точек ( x, y), причём 2 ≤ x ≤
5, y = a, по​сколь​ку иначе
 

 
Следовательно, данная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда второе уравнение системы

имеет един​ствен​ное ре​ше​ние на от​рез​ке 2 ≤ x ≤ 5.
Рас​смот​рим квад​ра​тич​ную функ​цию

 

 
Её график — парабола, направленная ветвями вверх. Поскольку свободный  при любом a, то корни

этой функции имеют разные знаки. Известно, что в этом случае единственный положительный корень функции 
 лежит на отрезке 2 ≤ x ≤ 5 тогда и только тогда, когда  и  Получа‐

ем си​сте​му
 

 
Поскольку любое решение полученного неравенства должно удовлетворять условию  то есть 

 и по условию a — целое число, то решениями неравенства могут быть только  Из этих
усло​вий про​вер​кой по​лу​ча​ем все ре​ше​ния: −2, ±1, 0.
 

Ответ: −2, ±1, 0.

2016-03-21 18/41

503 Service Temporarily Unavailable

nginx/1.9.3 (Ubuntu)



20. За​да​ние 18 № 512403. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
не имеет ре​ше​ний.

Ре​ше​ние.
За​пи​шем си​сте​му в виде

 

 
Если а ≠ 1, а ≠ 2 , то каждое уравнение системы есть уравнение окружности. В этом случае система не имеет решений

тогда и только тогда, когда расстояние между центрами этих окружностей больше суммы или меньше разности их радиу‐
сов. При а = 1 имеем си​сте​му
 

 
Эта си​сте​ма ре​ше​ний не имеет. Сле​до​ва​тель​но, а = 1 удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи. При а = 2 имеем си​сте​му

 

 
Эта си​сте​ма тоже ре​ше​ний не имеет. Сле​до​ва​тель​но, и а = 2 удо​вле​тво​ря​ет усло​вию за​да​чи. Пусть а ≠ 1, а ≠ 2. Рас​сто​я​‐

ние O1O2 между центрами O1(−a, 2a) и O2(2a, −2a) равно  а радиусы  и 
 Решим два не​ра​вен​ства: (1)  и (2) 

Неравенство (1) имеет вид  неравенство (2) имеет вид  Решени‐

ем неравенства (1) являются промежутки  и  Решением неравенства (2) является промежуток 
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21. За​да​ние 18 № 513110. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма урав​не​ний
 

 
имеет ровно два ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.

Изобразим на координатной плоскости множество точек, координаты кото‐
рых удо​вле​тво​ря​ют пер​во​му урав​не​нию си​сте​мы.

Рас​смот​рим два слу​чая:
1) Если  то по​лу​ча​ем урав​не​ние

 

 
Полученное уравнение задаёт окружность с центром в точке 

 и ра​ди​у​сом 
2) Если  то по​лу​ча​ем урав​не​ние

 

 
По​лу​чен​ное урав​не​ние задаёт окруж​ность с цен​тром в точке  и ра​ди​у​сом 
По​лу​чен​ные окруж​но​сти пе​ре​се​ка​ют​ся в двух точ​ках  и  ле​жа​щих на пря​мой 

поэтому в первом случае получаем дугу  с концами в точках A и B, во втором — дугу  с концами в тех же точках
(см. рис.).

Рассмотрим второе уравнение системы. Оно задаёт прямую m, которая проходит через точку B и угловой коэффици‐
ент ко​то​рой равен a.

При  пря​мая m про​хо​дит через точки A и B, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

При  прямая m перпендикулярна прямой O1B, угловой коэффициент которой равен  значит, прямая m ка‐
сается дуги  в точке B и пересекает дугу  в двух точках (одна из которых — точка B), то есть исходная система
имеет два ре​ше​ния.

При a = 8 прямая m пер​пен​ди​ку​ляр​на пря​мой O2B, угловой коэффициент которой равен  значит, прямая m каса‐
ет​ся дуги  в точке B и пересекает дугу  в двух точках (одна из которых — точка B), то есть исходная система имеет
два ре​ше​ния.

При  или  прямая m пересекает каждую из дуг  и  в точке B и ещё в одной точке, отличной от
точки A, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет три ре​ше​ния.

При  пря​мая m пе​ре​се​ка​ет дугу  в двух точ​ках (одна из ко​то​рых — точка B) и не пе​ре​се​ка​ет дугу 
в точ​ках, от​лич​ных от точки B, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

При  прямая m пересекает дугу  в двух точках (одна из которых — точка B) и не пересекает дугу  в
точ​ках, от​лич​ных от точки B, то есть ис​ход​ная си​сте​ма имеет два ре​ше​ния.

Зна​чит, ис​ход​ная си​сте​ма имеет ровно два ре​ше​ния при 
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22. За​да​ние 18 № 513111. Най​ди​те все зна​че​ния a, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет ровно два раз​лич​ных ре​ше​ния.

Ре​ше​ние.
Решим пер​вое урав​не​ние:

 

 
Рас​смот​рим слу​чай (1): y = −7. При любом a получаем одно решение x = a + 7, для которого неравенство x ≥ −3 верно

толь​ко при a ≥ −10.
Рас​смот​рим слу​чай (2):

 

 
Так как  то при  кор​ней нет, при  по​лу​ча​ем один ко​рень 

при  получаем два различных корня. У параболы  — ветви вверх, абсцисса вершины равна 

Зна​чит, оба корня не мень​ше -3 при  то есть при  а при  один ко​рень мень​ше −3,
а дру​гой — боль​ше −3.

Со​бе​рем све​де​ния о числе ре​ше​ний в слу​ча​ях (1) и (2) в таб​ли​це
 

a a < −10 −10 ≤ a < −3 −3 ≤ a < 9,25 a = 9,25 a > 9,25
Число ре​ше​ний (1) 0 1 1 1 1
Число ре​ше​ний (2) 1 1 2 1 0

 
Остаётся учесть те значения a, при которых решение из случая (1) совпадает с одним из решений случая (2). Тогда 

 и из  по​лу​ча​ем, что x = 4, a = −3.
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2016-03-21 21/41

503 Service Temporarily Unavailable

nginx/1.9.3 (Ubuntu)



23. За​да​ние 18 № 484650. Най​ди​те все по​ло​жи​тель​ные зна​че​ния а, при каждом из которых си‐

сте​ма  имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
Ре​ше​ние.
Если , то урав​не​ние  задаёт окруж​ность , с цен​тром в точке  ра​ди​у​са 2,

а если , то оно задаёт окруж​ность  с цен​тром в точке  того же ра​ди​у​са (см. рис.).
 

При положительных значениях параметра а уравнение  задает окружность  с центром в точке 
 радиуса а. Поэтому задача состоит в том, чтобы найти все значения параметра а, при каждом из которых

окруж​ность  имеет един​ствен​ную общую точку с объ​еди​не​ни​ем окруж​но​стей  и .
Из точки С про​ведём луч  и обо​зна​чим  и  точки его пересечения с окружностью , где  лежит между С

и .

Так как , то
 

, .
 

При  или  окружности  и  не пересекаются. При  окружности  и 
имеют две общие точки. При  или  окруж​но​сти  и  ка​са​ют​ся.

Из точки С про​ведём луч  и обо​зна​чим  и  точки его пересечения с окружностью , где  лежит между С
и .

Так как , то
 

, .
 

При  или  окружности  и  не пересекаются. При  окружности  и 
имеют две общие точки. При  или  окруж​но​сти  и  ка​са​ют​ся.

Исходная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружность  касается ровно одной из
двух окруж​но​стей  и , и не пересекается с другой. Так как , то условию задачи удовле‐
тво​ря​ют толь​ко числа  и .
 

Ответ: 3; .
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24. За​да​ние 18 № 484649. Най​ди​те все по​ло​жи​тель​ные зна​че​ния  при каж​дом из ко​то​рых си​‐

сте​ма  имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
Ре​ше​ние.
Если  то урав​не​ние  за​да​ет окруж​ность  с цен​тром в точке  ра​ди​у​са  а

если  то оно задаёт окруж​ность  с цен​тром в точке  того же ра​ди​у​са (см. рис.).
 

При положительных значениях параметра  уравнение  задаст окружность  с центром в точке 
 ра​ди​у​са  Поэтому задача состоит в том, чтобы найти все значения параметра  при каждом из которых окруж‐

ность  имеет един​ствен​ную общую точку с объ​еди​не​ни​ем окруж​но​стей  и 
Из точки  про​ведём луч  и обо​зна​чим  и  точки его пе​ре​се​че​ния с окруж​но​стью  где  лежит между 

и 

Так как  то 
При  или  окружности  и  не пересекаются. При  окружности  и 

имеют две общие точки. При  или  окруж​но​сти  и  ка​са​ют​ся.
Из точки  проведём луч  и обозначим  и  точки его пересечения с окружностью  где  лежит между

точ​ка​ми  и  Так как  то 
При  или  окружности  и  не пересекаются. При  окружности  и 

имеют две общие точки. При  или  окруж​но​сти  и  ка​са​ют​ся.
Исходная система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда окружность  касается ровно одной из

двух окруж​но​стей  и  и не пересекается с другой. Так как  то условию задачи удовле‐
тво​ря​ют толь​ко числа  и 
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25. За​да​ние 18 № 484647. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма 

 имеет ровно 4 ре​ше​ния.
Ре​ше​ние.

Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му:
 

 
Пер​вое урав​не​ние за​да​ет части двух па​ра​бол (см. ри​су​нок):

 

 
Вто​рое урав​не​ние за​да​ет окруж​ность ра​ди​у​сом  с цен​тром .
На рисунке видно, что четыре решения системы получаются в двух случа‐

ях.
1. Окруж​ность ка​са​ет​ся каж​дой из вет​вей обеих па​ра​бол.
2. Окружность пересекает каждую из ветвей обеих парабол в двух точках,

ле​жа​щих по раз​ные сто​ро​ны от оси абс​цисс.
Составим уравнение для ординат общих точек окружности и параболы 

. По​лу​чим: , от​ку​да
 

.
 

Чтобы окруж​ность ка​са​лась па​ра​бол, урав​не​ние долж​но иметь ну​ле​вой дис​кри​ми​нант: , от​ку​да
 

.
 

Во вто​ром слу​чае ра​ди​ус окруж​но​сти за​клю​чен между чис​ла​ми 3 и 9.
 

Ответ: , , , .
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26. За​да​ние 18 № 484641. Найдите все значения параметра  при каждом из которых система

урав​не​ний  имеет ровно че​ты​ре ре​ше​ния.
Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем дан​ную си​сте​му:

 

Сде​лав за​ме​ну пе​ре​мен​ной , по​лу​ча​ем си​сте​му
 

Заметим, что количество решений полученной системы совпадает с количеством решений исходной системы. Постро‐
им гра​фи​ки урав​не​ний (1) и (2) в си​сте​ме ко​ор​ди​нат 
 

График первого уравнения — ромб, диагонали которого, равные 8 и 6, лежат соответственно на осях  и  а гра‐
фи​ком вто​ро​го урав​не​ния яв​ля​ет​ся окруж​ность с цен​тром в на​ча​ле ко​ор​ди​нат и ра​ди​у​сом  (см. ри​су​нок).
 

Графики уравнений системы имеют ровно четыре общих точки, и, следовательно, система имеет ровно четыре реше‐
ния, тогда и толь​ко тогда, когда окруж​ность либо впи​са​на в ромб, либо ее ра​ди​ус удо​вле​тво​ря​ет усло​вию
 

.
В первом случае радиус окружности является высотой прямоугольного треугольника с катетами, равными 3 и 4, отку‐

да
 

, .

Во вто​ром слу​чае по​лу​ча​ем , от​ку​да
 

 или .

Ответ: 

27. За​да​ние 18 № 484642. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых система

урав​не​ний  имеет

а) ровно че​ты​ре ре​ше​ния,
б) ровно 8 ре​ше​ний.
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Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем дан​ную си​сте​му:

 

Сде​лав за​ме​ну пе​ре​мен​ной , по​лу​ча​ем си​сте​му
 

Заметим, что количество решений полученной системы совпадает с количеством решений исходной системы. Постро‐
им гра​фи​ки урав​не​ний (1) и (2) в си​сте​ме ко​ор​ди​нат Oty.
 

График первого уравнения — ромб, диагонали которого, равные 24 и 10, лежат соответственно на осях х и Ot, а гра‐
фи​ком вто​ро​го урав​не​ния яв​ля​ет​ся окруж​ность с цен​тром в на​ча​ле ко​ор​ди​нат и ра​ди​у​сом  (см. ри​су​нок).
 

Графики уравнений системы имеют ровно четыре общих точки, и, следовательно, система имеет ровно четыре реше‐
ния, тогда и только тогда, когда окружность либо вписана в ромб, либо ее радиус удовлетворяет соотношению 

, где  — половины меньшей и большей диагоналей ромба соответственно.
Ра​ди​ус впи​сан​ной в ромб окруж​но​сти равен вы​со​те пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка с ка​те​та​ми, рав​ны​ми 5 и 12, от​ку​да
 

Таким образом, система имеет 4 ровно решения, если  или  откуда 

 или 
 

Графики имеют 8 общих точек, если радиус окружности удовлетворяет условию  где  — радиус

окруж​но​сти, впи​сан​ной в ромб. Тогда  от​ку​да
 

Ответ: а) 

б) 
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28. За​да​ние 18 № 485952. Най​ди​те все по​ло​жи​тель​ные зна​че​ния , при каж​дом из ко​то​рых си​‐
сте​ма урав​не​ний
 
 

имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
Ре​ше​ние.
Первое уравнение задаёт на плоскости окружности 

 и  радиуса ,симметричные относительно оси
ординат. Центры этих окружностей — точки 
и  Второе уравнение — уравнение окруж‐
но​сти  ра​ди​у​са  с цен​тром .
 

Система имеет единственное решение тогда и толь‐
ко тогда, когда окружность  касается одной из окруж‐
ностей  и , но не имеет общих точек с другой
окруж​но​стью.
 

Из точки  про​ведём лучи  и  и обозначим
 точки их пересечения с окружно‐

стя​ми  и  (см. рис.).
 

Заметим, что , поэтому  и 
. Значит, если  то  касается 

 но не имеет общих точек с  Если  то 
 ка​са​ет​ся  но не имеет общих точек с 

 
 

Срав​ним  и :
 
 

 
По​лу​ча​ем  Зна​чит, если  ка​са​ет​ся  в точке  то  пе​ре​се​ка​ет  в двух точ​ках. Ана​ло​гич​но, если

 касается  в точке  то  пересекает  в двух точках. Следовательно, других решений, кроме двух найденных,
си​сте​ма не имеет.
 
Ответ:  или 
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29. За​да​ние 18 № 484648. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма 

 имеет ровно 8 ре​ше​ний.
Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му:

 
Пер​вое урав​не​ние за​да​ет части двух па​ра​бол:

 

(см. ри​су​нок).
 

Вто​рое урав​не​ние за​да​ет окруж​ность ра​ди​у​сом  с цен​тром . На ри​сун​ке видно, что си​сте​ма имеет во​семь ре​‐
шений, только если радиус окружности меньше 2 и окружность дважды пересекает каждую ветвь каждой из парабол. Это
условие в силу симметрии равносильно тому, что окружность пересекает правую ветвь параболы  в двух
точ​ках с по​ло​жи​тель​ны​ми ор​ди​на​та​ми.
 

По​лу​ча​ем урав​не​ние , от​ку​да
 

,
 
которое должно иметь два различных положительных корня. Следовательно, дискриминант и свободный член этого урав‐
не​ния долж​ны быть по​ло​жи​тель​ны:
 

 от​ку​да  

 

Ответ: , .
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30. За​да​ние 18 № 484646. Най​ди​те все зна​че​ния па​ра​мет​ра  при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет ровно  ре​ше​ний.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем си​сте​му, по​лу​чим:

 

 
Пер​вое урав​не​ние за​да​ет части двух па​ра​бол (см. ри​су​нок):

 

 
Вто​рое урав​не​ние за​да​ет окруж​ность ра​ди​у​сом  с цен​тром 

На рисунке видно, что шесть решений системы получаются, только если
окружность проходит через точки  и  пересекая парабо‐
лу еще в че​ты​рех точ​ках.

При этом ра​ди​ус окруж​но​сти равен  от​ку​да  или 
 
Ответ: 
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31. За​да​ние 18 № 484630. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система

урав​не​ний  имеет ровно два ре​ше​ния.
Ре​ше​ние.
За​ме​ним пер​вое урав​не​ние раз​но​стью, а вто​рое — сум​мой ис​ход​ных урав​не​ний:

 

При  вто​рое урав​не​ние си​сте​мы, а, зна​чит, и вся си​сте​ма ре​ше​ний не имеет. При  по​лу​ча​ем:
 

 

Ясно (см. рисунок), что при  система имеет четыре решения (координаты точек A, B, C и D), а при  —
два ре​ше​ния (ко​ор​ди​на​ты точек M и N).
 

Ответ: .
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32. За​да​ние 18 № 484632. При каких значениях параметра  система 

имеет ре​ше​ния?
Ре​ше​ние.
Пе​ре​пи​шем ис​ход​ную си​сте​му в виде

 

Ис​ход​ная си​сте​ма имеет ре​ше​ния, тогда и толь​ко тогда, когда от​но​си​тель​но  имеет ре​ше​ния си​сте​ма:
 

Решая пер​вое урав​не​ние этой си​сте​мы, на​хо​дим, что 
Требование задачи будет выполнено, если последняя смешанная система имеет хотя бы одно решение. Искомые значе‐

ния  на​хо​дят​ся из со​во​куп​но​сти не​ра​венств
 

решая ко​то​рое, по​лу​ча​ем 

Ответ: .

33. За​да​ние 18 № 484635. При каких значениях параметра а система 

имеет че​ты​ре ре​ше​ния?
Ре​ше​ние.
По​ла​гая ,  пе​ре​пи​шем си​сте​му в виде

 

Заметим, теперь что если пара  является решением системы, то и пара  — также решение этой систе‐
мы. Сле​до​ва​тель​но, если  — решение системы такое, что  и  то система будет иметь во‐
семь ре​ше​ний.

Таким об​ра​зом, ис​ход​ная си​сте​ма будет иметь че​ты​ре ре​ше​ния в сле​ду​ю​щих двух слу​ча​ях:  или 

А тогда, если  то  Если же  или  то 

Ответ: 
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34. За​да​ние 18 № 484637. При каж​дом зна​че​нии а ре​ши​те си​сте​му 
Ре​ше​ние.
Пары  да​ю​щие ре​ше​ние си​сте​мы, долж​ны удо​вле​тво​рять усло​ви​ям

 

Из вто​ро​го урав​не​ния си​сте​мы на​хо​дим
 

.
Оста​лось за​ме​тить, что тогда

 
.

 
Урав​не​ние  при усло​ви​ях  и  имеет при ,  ре​ше​ние .
Тогда

 

и из по​лу​чен​ной си​сте​мы на​хо​дим
 

, .

Ответ: при  ре​ше​ний нет, при  

 

35. За​да​ние 18 № 484627. Най​ди​те все зна​че​ния а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма

 
не имеет ре​ше​ний.
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Ре​ше​ние.
Рас​смот​рим вто​рое не​ра​вен​ство си​сте​мы

 
.

 
Если , то не​ра​вен​ство, а зна​чит, и си​сте​ма не имеет ре​ше​ний.
Если , то ре​ше​ние не​ра​вен​ства — луч

 

.
Если , то ре​ше​ние не​ра​вен​ства — луч

 

.

При  пер​вое не​ра​вен​ство си​сте​мы при​ни​ма​ет вид
 

Если , то ре​ше​ние этой си​сте​мы — два луча с кон​ца​ми в точ​ках .

Если , то ре​ше​ние этой си​сте​мы — по​лу​ин​тер​вал с кон​ца​ми в точ​ках .
 

От​ме​тим, что точки  нет во мно​же​стве ре​ше​ний пер​во​го не​ра​вен​ства.
Очевидно, что при , решение системы будет содержать луч, вида , где  большее из чисел 

 и , а зна​чит си​сте​ма будет иметь ре​ше​ние.

Для того, чтобы си​сте​ма не имела ре​ше​ний, при  не​об​хо​ди​мо и до​ста​точ​но:
 

Учи​ты​вая слу​чай , по​лу​ча​ем ответ.
 
Ответ: .
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36. За​да​ние 18 № 484629. Из​вест​но, что зна​че​ние па​ра​мет​ра а та​ко​во, что си​сте​ма урав​не​ний

имеет единственное решение. Найдите это значение параметра a и решите систему при най‐
ден​ном зна​че​нии па​ра​мет​ра.

Ре​ше​ние.
Из пер​во​го урав​не​ния си​сте​мы по​лу​ча​ем

 
.

За​ме​тим, что если пара  — ре​ше​ние си​сте​мы, то пара  — также ре​ше​ние этой си​сте​мы. По​сколь​ку си​сте​‐
ма имеет единственное решение, то этим решением может быть только пара . Таким образом,  и из второго
урав​не​ния по​лу​ча​ем:
 

Про​ве​рим, дей​стви​тель​но ли си​сте​ма при най​ден​ных зна​че​ни​ях a имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
 

1. Если , то си​сте​ма дей​стви​тель​но имеет един​ствен​ное ре​ше​ние:
 

.
Тогда

 
.

2. Если , то си​сте​ма имеет три ре​ше​ния:
 

 

Каж​до​му из най​ден​ных зна​че​ний x со​от​вет​ству​ет един​ствен​ное зна​че​ние
 

.
Ответ: си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние  при .
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37. За​да​ние 18 № 484631. При каких значениях параметра а система 

 имеет един​ствен​ное ре​ше​ние?
Ре​ше​ние.
Пре​жде всего: за​ме​тим, что если  — ре​ше​ние си​сте​мы при не​ко​то​ром зна​че​нии па​ра​мет​ра а, то при этом зна​‐

че​нии па​ра​мет​ра ре​ше​ни​ем си​сте​мы будет и . От​сю​да сле​ду​ет, что усло​вие  является необходимым усло‐
ви​ем су​ще​ство​ва​ния у си​сте​мы един​ствен​но​го ре​ше​ния.
 

При  си​сте​ма пе​ре​пи​шет​ся в виде
 

Решая эту систему относительно а, находим, что требуемые значения а могут принадлежать только множеству 

. Пусть . Тогда си​сте​ма при​мет вид

 

Из второго уравнения системы следует, что  и , и, таким образом, . Учитывая теперь, что 
, при​хо​дим к не​ра​вен​ству

 
,

которое означает, что первое равенство системы справедливо только при , , следовательно, , т. е.

при , . Итак, при  си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
 

Пусть те​перь . При таком зна​че​нии па​ра​мет​ра а си​сте​ма пе​ре​пи​шет​ся в виде
 

Эта система имеет решения , , ,  и, таким образом, при  условию единственности
ре​ше​ния не удо​вле​тво​ря​ет. За​ме​тим, что ре​ше​ния здесь про​сто уга​да​ны.
 

Ответ: .
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38. За​да​ние 18 № 484633. При каких значениях параметров а и b система 

 имеет бес​ко​неч​но много ре​ше​ний?
Ре​ше​ние.
На координатной плоскости хОу множество точек , удовлетворяющих любому из уравнений системы — пря‐

мые. А тогда решением системы будут точки пересечения этих прямых. Поэтому исходная система будет иметь бесконеч‐
ное множество решений в том и только в том случае, когда эти прямые совпадают. В общем случае две прямые, заданные
урав​не​ни​я​ми  и  совпадают, если,  и  (при  они имеют одну точку пе‐
ресечения, при  и  точек пересечения у них нет). Следовательно, система будет иметь бесконечно много
ре​ше​ний в том слу​чае, когда сов​мест​на си​сте​ма
 

,

где  и .
 

Решая си​сте​му, по​лу​ча​ем , .
 

Ответ: , .

39. За​да​ние 18 № 484634. При каких значениях параметра  хотя бы при одном значении па‐
ра​мет​ра с си​сте​ма
 

имеет ре​ше​ния для любых зна​че​ний па​ра​мет​ра ?
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Ре​ше​ние.
Ясно, что при  си​сте​ма имеет един​ствен​ное ре​ше​ние

 

 
ко​то​рое вы​ра​жа​ет​ся через  и  од​но​знач​но, то есть су​ще​ству​ет для любых  и .

При , если умножить второе уравнение на b и из полученного уравнения вычесть первое уравнение системы, то
будем иметь
 

.
 

Если же умно​жить на b пер​вое урав​не​ние и из по​лу​чен​но​го урав​не​ния вы​честь вто​рое урав​не​ние си​сте​мы, то
 

.
 

Таким об​ра​зом, ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на си​сте​ме
 

 
При любом  си​сте​ма все​гда имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.
Если же , то си​сте​ма будет иметь ре​ше​ния если су​ще​ству​ют  и  удо​вле​тво​ря​ю​щие урав​не​нию

 
.

 
Рассматривая его как квадратное относительно параметра с, приходим к выводу, что оно будет иметь хотя бы одно ре‐

ше​ние, если  и , т. е. если .
При  при​хо​дим к рас​смот​ре​нию урав​не​ния

 
.

 
В дан​ном слу​чае решая не​ра​вен​ство , где , на​хо​дим, что .

 
Ответ: .
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40. За​да​ние 18 № 509096. Най​ди​те все зна​че​ния а, при каж​дом из ко​то​рых си​сте​ма
 

 
имеет един​ствен​ное ре​ше​ние.

Ре​ше​ние.
Пре​об​ра​зу​ем пер​вое урав​не​ние си​сте​мы:
 

 
Эти условия задают «верхнюю» полуокружность с центром в точке (3; 3)

ра​ди​у​са 4. Пре​об​ра​зу​ем вто​рое урав​не​ние си​сте​мы:
 

 
Эти условия задают «верхнюю» полуокружность с центром в точке ( а; а)

радиуса 4. Полуокружности, определяемые уравнениями системы, изображены
на ри​сун​ке 1, обо​зна​чив по​лу​окруж​но​сти через F и Fa, а их цен​тры — О и Оа.

Данная в условии система имеет единственное решение, если полуокруж‐
но​сти F и Fa имеют единственную общую точку. Две «верхние» полуокружно‐
сти одинакового радиуса либо не имеют общих точек, либо имеют ровно одну
общую точку, либо сов​па​да​ют.

При a = 3 полуокружности F и Fa совпадают, т. е. a = 3 не является иско‐
мым.

При a > 3, точка О рас​по​ло​же​на выше точки Оа. В этом случае полуокруж‐
но​сти F и Fa имеют общую точку, если диаметр BC полуокружности Fa имеет
общую точку с полуокружностью F. Крайнее положение диаметра BC, при ко‐
тором он ещё имеет общую точку полуокружностью F является положение на
нижнем рисунке, при этом точка Оа имеет координаты (7; 7)., т. е. a = 7. При a
> 7 по​лу​окруж​но​сти F и Fa не имеют общих точек. Таким об​ра​зом, все зна​че​ния  яв​ля​ют​ся ис​ко​мы​ми.

При a < 3 по​лу​окруж​ность Fa может быть по​лу​че​на па​рал​лель​ным пе​ре​но​сом по​лу​окруж​но​сти F на век​тор  где

b = a − 3. Если при параллельном переносе полуокружности F на век​тор  полученная полуокружность имеет общую

точку с F, то это же спра​вед​ли​во и при па​рал​лель​ном пе​ре​но​се по​лу​окруж​но​сти F на век​тор  По​это​му ис​ко​мое
мно​же​ство зна​че​ний па​ра​мет​ра а сим​мет​рич​но от​но​си​тель​но точки a = 3, по​это​му 
Ответ: 
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41. За​да​ние 18 № 484636. При каких значениях а системы уравнении  и 

 рав​но​силь​ны?
Ре​ше​ние.
При  ни одна из систем не имеет решений и, следовательно, они равносильны. При  второе уравнение,

общее для обеих систем, имеет единственное решение , , удовлетворяющее и первым уравнениям обеих си‐
стем. По​это​му си​сте​мы рав​но​силь​ны и при .

П р и  второе уравнение задается окружностью радиуса  с центром в начале координат. Уравнение 
 рав​но​силь​но бес​ко​неч​ной со​во​куп​но​сти урав​не​ний , .

Системы равносильны тогда и только тогда, когда окружность, определяемая вторым уравнением, имеет общие точки
только с прямой , соответствующей  в первой системе. Для этого необходимо и достаточно, чтобы ее ра‐

ди​ус был мень​ше, чем рас​сто​я​ние от на​ча​ла ко​ор​ди​нат до пря​мой , т. е. чем число .

Итак,  или . До​бав​ляя по​лу​чен​ные ранее зна​че​ния , по​лу​ча​ем ответ.

 

Ответ: 

42. За​да​ние 18 № 484638. При каждом а решите систему уравнении 

Ре​ше​ние.
Пер​вое урав​не​ние пре​об​ра​зу​ем к виду

 
,

или
 

.
 

Оно означает, что , , поскольку при остальных значениях его левая часть больше 0. Подставим эти зна‐
че​ния во вто​рое урав​не​ние и по​лу​чим , от​ку​да .

Таким об​ра​зом, си​сте​ма имеет ре​ше​ние ,  при , при осталь​ных а ре​ше​ний нет.
 
Ответ: при , , , при осталь​ных а ре​ше​нии нет.
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43. За​да​ние 18 № 484639. При каких  данная система имеет решения: 

Ре​ше​ние.
Поскольку  и  и, значит,  левая часть второго уравнения системы не

мень​ше, чем  Так как его пра​вая часть не боль​ше  оно рав​но​силь​но си​сте​ме
 

 
из ко​то​рой на​хо​дим, что 

Первое уравнение имеет целые коэффициенты и целый корень  Так как  — тоже
целое число и из равенства  получаем, что это нечетное число, делящее число  Такими числами являются  и 

При  на​хо​дим  при  на​хо​дим 
 
Ответ: си​сте​ма имеет ре​ше​ния при 
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44. За​да​ние 18 № 484640. При каж​дом а ре​ши​те си​сте​му урав​не​ний
 

 
Ре​ше​ние.
За​пи​шем вто​рое урав​не​ние в виде

 

.
Геометрический смысл уравнения состоит в том, что сумма расстояний от точек  до точек  и 

равно . Поскольку расстояние между точками  и  тоже равно , это означает, что точка  долж‐

на ле​жать на от​рез​ке, со​еди​ня​ю​щем точки  и . Дру​ги​ми сло​ва​ми, она удо​вле​тво​ря​ет урав​не​нию  и

усло​вию .
 

Таким об​ра​зом, ис​ход​ная си​сте​ма рав​но​силь​на си​сте​ме
 

Под​ста​вив 2а в пер​вое урав​не​ние, по​лу​ча​ем
 

.

Поскольку функция  возрастающая (как сумма двух возрастающих), каждое значение она принимает

ровно один раз. По​это​му ре​ше​ние  — един​ствен​ное, ему со​от​вет​ству​ет .
 

Ответ: если , то , при осталь​ных а нет ре​ше​ний.
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