
Круглые тела: цилиндр, конус, шар

1. За​да​ние 14 № 502023. В правильную шестиугольную пирамиду, боковое ребро которой
равно 10, а высота равна 6, вписана сфера. (Сфера касается всех граней пирамиды.) Найдите пло‐
щадь этой сферы.

Ре​ше​ние.
Пусть  — высота правильной шестиугольной пирамиды  с вершиной  тогда треугольник 

пря​мо​уголь​ный,  от​ку​да
 

 
Треугольник  равносторонний, следовательно,  В треугольнике 

 вы​со​та
 

 

В пра​виль​ном тре​уголь​ни​ке  вы​со​та 

Центр  сферы, впи​сан​ной в пра​виль​ную ше​сти​уголь​ную пи​ра​ми​ду, лежит на её вы​со​те , точка  ка​са​ния сферы
и бо​ко​вой грани  лежит на от​рез​ке  Тре​уголь​ни​ки  и  по​доб​ны, по​это​му
 

 
где  — ра​ди​ус сферы. Пло​щадь сферы 

Ответ: 
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2. За​да​ние 14 № 502054. В правильную шестиугольную пирамиду, боковое ребро которой
равно  а вы​со​та равна  впи​са​на сфера. (Сфера ка​са​ет​ся всех гра​ней пи​ра​ми​ды.) Най​ди​те пло​‐
щадь этой сферы.

Ре​ше​ние.
Пусть — высота правильной шестиугольной пирамиды  с вершиной 
тогда тре​уголь​ник  пря​мо​уголь​ный,  от​ку​да
 

 
Треугольник  равносторонний, следовательно,  В треугольнике 

 вы​со​та
 

 

В пра​виль​ном тре​уголь​ни​ке  вы​со​та 

Центр  сферы, впи​сан​ной в пра​виль​ную ше​сти​уголь​ную пи​ра​ми​ду, лежит на её вы​со​те  точка  ка​са​ния сферы
и бо​ко​вой грани  лежит на от​рез​ке  Тре​уголь​ни​ки  и  по​доб​ны, по​это​му
 

 
где  — ра​ди​ус сферы.

Пло​щадь сферы 
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3. За​да​ние 14 № 502075. Ра​ди​ус ос​но​ва​ния ко​ну​са равен 6, а его вы​со​та равна 8. Плос​кость се​‐
чения содержит вершину конуса и хорду основания, длина которой равна 4. Найдите расстояние
от цен​тра ос​но​ва​ния ко​ну​са до плос​ко​сти се​че​ния.

Ре​ше​ние.
Се​че​ние ко​ну​са плос​ко​стью, со​дер​жа​щей его вер​ши​ну S и хорду AB = 4, — тре​уголь​ник ASB.

 
В равных прямоугольных треугольниках SOA и SOB, где O — центр основания конуса,

OA = OB = 6, SO = 8, от​ку​да
 

 
П у с т ь SH — высота и медиана равнобедренного треугольника ASB, 

 Тогда отрезок OH — высота и медиана равнобедренного тре‐
уголь​ни​ка AOB,
 

 
Пря​мые SH и OH перпендикулярны прямой AB, поэтому плоскость SOH перпендикулярна плоскости ASB. Следова‐

тель​но, рас​сто​я​ние от точки O до плос​ко​сти ASB равно высоте OM прямоугольного треугольника SOH, проведённой к ги‐
по​те​ну​зе:
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4. За​да​ние 14 № 502095. Радиус основания конуса равен 5, а его высота равна 12. Плоскость
сечения содержит вершину конуса и хорду основания, длина которой равна 6. Найдите расстоя‐
ние от цен​тра ос​но​ва​ния ко​ну​са до плос​ко​сти се​че​ния.

Ре​ше​ние.
 

Сечение конуса плоскостью, содержащей его вершину S и хорду  — тре‐
уголь​ник ASB.

В равных прямоугольных треугольниках S O A и SOB, где О — центр основания
ко​ну​са,   от​ку​да
 

 
П у с т ь SH — высота и медиана равнобедренного треугольника ASB, 

 Тогда отрезок О Н — высота и медиана равнобед‐
рен​но​го тре​уголь​ни​ка AOB,

 
Пря​мые SH и О Н перпендикулярны прямой AB, поэтому плоскость SOH перпендикулярна плоскости ASB. Следова‐

тель​но, рас​сто​я​ние от точки О до плос​ко​сти ASB равно вы​со​те ОМ прямоугольного треугольника SOH, проведенной к ги‐
по​те​ну​зе:
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5. За​да​ние 14 № 503321. В правильную четырёхугольную пирамиду, боковое ребро которой
равно 10, а вы​со​та равна 6, вписана сфера. (Сфера касается всех граней пирамиды.) Найдите пло‐
щадь этой сферы.

Ре​ше​ние.
Пусть МН — высота правильной четырёхугольной пирамиды MABCD с вершиной М. тогда

тре​уголь​ник АМН пря​мо​уголь​ный. МA = 10, МН = 6, от​ку​да
 

 
Треугольник АВН прямоугольный равнобедренный, следовательно, 

В тре​уголь​ни​ке AMB вы​со​та
 

 
В рав​но​бед​рен​ном пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке АВН вы​со​та

 

 
Центр О сферы, впи​сан​ной в пра​виль​ную четырёхуголь​ную пи​ра​ми​ду, лежит на её вы​со​те MH, точка K ка​са​ния сферы

и бо​ко​вой грани АМВ лежит на от​рез​ке MN. Тре​уголь​ни​ки MOK и MNH по​доб​ны, по​это​му
 

 
где  — ра​ди​ус сферы.

Пло​щадь сферы 
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6. За​да​ние 14 № 503361. В правильную четырёхугольную пирамиду, боковое ребро которой
равно 17, а вы​со​та равна 7, вписана сфера. (Сфера касается всех граней пирамиды.) Найдите пло‐
щадь этой сферы.

Ре​ше​ние.
Пусть  — высота правильной четырёхугольной пирамиды  с вершиной  тогда
тре​уголь​ник  — пря​мо​уголь​ный,  от​ку​да

Т р е у г о л ь н и к  — прямоугольный равнобедренный, следовательно, 

 В тре​уголь​ни​ке  вы​со​та 

В рав​но​бед​рен​ном пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  вы​со​та 

Центр  сферы, вписанной в правильную четырёхугольную пирамиду, лежит на её высоте 
 точка  касания сферы и боковой грани  лежит на от​рез​ке  Тре​уголь​ни​ки  и  подобны, по‐

это​му

 
где  — ра​ди​ус сферы.

Пло​щадь сферы 

 

Ответ: 

7. За​да​ние 14 № 505566. В конус, радиус основания которого равен 3, вписан шар радиуса 1,5.
а) Изоб​ра​зи​те осе​вое се​че​ние ком​би​на​ции этих тел.
б) Най​ди​те от​но​ше​ние пло​ща​ди пол​ной по​верх​но​сти ко​ну​са к пло​ща​ди по​верх​но​сти шара.
Ре​ше​ние.

а) Осе​вым се​че​ни​ем яв​ля​ет​ся рав​но​бед​рен​ный тре​уголь​ник  бо​ко​вые сто​ро​ны ко​то​ро​го яв​‐
ляются образующими конуса, а основанием — его диаметр, и вписанная в треугольник окруж‐
ность, ра​ди​ус ко​то​рой равен ра​ди​у​су шара (см. рис.).

б) Введём обозначения как показано на рисунке. Пусть  — центр вписанной окружности,

от​ре​зок  — бис​сек​три​са угла  и пусть  имеем:
 

 

Тогда  Для площадей поверхностей конуса и шара имеем: 

 Тем самым, искомое отношение равно 

 или 8:3.

 
Ответ: 8:3.
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8. За​да​ние 14 № 512871. Высота цилиндра равна 5, а радиус основания 10. Найдите площадь
се​че​ния ци​лин​дра плос​ко​стью, про​хо​дя​щей па​рал​лель​но оси ци​лин​дра на рас​сто​я​нии 6 от неё.

Ре​ше​ние.
Сечение цилиндра плоскостью, проходящей параллельно его оси OO1, — прямоугольник ABB1A1
(O и AB — соответственно центр и хорда нижнего основания цилиндра), AA1 = 5. Расстояние от
оси цилиндра до плоскости сечения равно высоте OH треугольника OAB. OA = OB = 10, OH = 6,
от​ку​да
 

 
Пло​щадь пря​мо​уголь​ни​ка ABB1A1

 

 
Ответ: 80.

9. За​да​ние 14 № 505127. Ра​ди​ус ос​но​ва​ния ко​ну​са с вер​ши​ной  равен  а длина его об​ра​зу​ю​‐
щей равна  На окруж​но​сти ос​но​ва​ния ко​ну​са вы​бра​ны точки  и  де​ля​щие окруж​ность на две
дуги, длины ко​то​рых от​но​сят​ся как  Най​ди​те пло​щадь се​че​ния ко​ну​са плос​ко​стью 

Ре​ше​ние.
Пусть  — центр основания конуса,  — середина хорды  Дуга  составляет

шестую часть окружности основания, поэтому  Треугольник  —
равноcто​ро​ний, сле​до​ва​тель​но, 

Рав​но​бед​рен​ный тре​уголь​ник  — ис​ко​мое се​че​ние. От​ре​зок  — его вы​со​та

Пло​щадь ис​ко​мо​го се​че​ния 

Ответ: 

10. За​да​ние 14 № 503253. Две параллельные плоскости, расстояние между которыми 2, пере‐
секают шар. Одна из плоскостей проходит через центр шара. Отношение площадей сечений
шара этими плос​ко​стя​ми равно 0,84. Най​ди​те ра​ди​ус шара.

Ре​ше​ние.
Сечение шара плоскостью — круг. Рассмотрим сечение плоскостью, проходящей через центры сечений. Обозначения

даны на рисунке. OA — радиус шара, тогда S1 = π · OA2 — площадь сечения шара плоскостью, проходящей через его
центр. BC — радиус меньшего круга, полученного в сечении, тогда S2 = π · BC2 — площадь сечения шара второй плоско‐
стью.

Из отношения площадей сечений получаем:  OB — расстояние между плоско‐

стя​ми, рав​ное 2.
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке OBC: OC2 = BC2 + OB2, от​ку​да по​лу​ча​ем:

 

 
Ответ: 5.
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