
Угол между скре​щи​ва​ю​щи​ми​ся прямыми

1. За​да​ние 14 № 507634. Длина ребра правильного тетраэдра ABCD равна 1. Найдите угол
между пря​мы​ми DM и CL, где M — се​ре​ди​на ребра BC, L — се​ре​ди​на ребра AB.

Ре​ше​ние.
Пусть MF пря​мая па​рал​лель​ная пря​мой CL и F точка ее пересечения с AB. Тогда искомый
угол между прямыми DM и CL равен углу DMF. Обозначим угол DMF буквой α. MF —
сред​няя линия тре​уголь​ни​ка BCL, по​это​му:
 

 
Вы​ра​зим квад​рат от​рез​ка DF по тео​ре​ме ко​си​ну​сов в двух тре​уголь​ни​ках: DMF и BDF:

 

 

По​сколь​ку  и  под​став​ляя чис​ло​вые дан​ные, по​лу​чим:

 

От​ку​да 

Ответ: 

2. За​да​ние 14 № 507675. В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEF стороны основа‐
ния ко​то​рой равны 1, а бо​ко​вые ребра равны 2, най​ди​те ко​си​нус угла между пря​мы​ми SB и AD.

Ре​ше​ние.
Пря​мая AD па​рал​лель​на пря​мой BC. Сле​до​ва​тель​но, ис​ко​мый угол — SBC. В рав​но​бед​‐
рен​ном тре​уголь​ни​ке SBC про​ведём ме​ди​а​ну и вы​со​ту SM. Имеем:
 

 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка SBM по​лу​ча​ем: 

 

Ответ: 
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3. За​да​ние 14 № 507788. Сторона правильной треугольной призмы ABCA1B1C1 равна 8. Вы‐
со​та этой приз​мы равна 6. Найти угол между пря​мы​ми CA1 и AB1.

Ре​ше​ние.
Рассмотрим призму в основании которой лежит ромб  Эта призма является пря‐
мым параллелепипедом. Поэтому  Значит, искомый угол  Из пря‐
моугольного треугольника  по теореме Пифагора находим:  Анало‐
гично,  В равнобедренном треугольнике  сторона  равна 
Зна​чит,

 
При​ме​ча​ние.

Для на​хож​де​ния угла можно было вос​поль​зо​вать​ся тео​ре​мой ко​си​ну​сов:
 

 

 
От​ку​да 

 

Ответ:  или 

4. За​да​ние 14 № 507791. В основании прямой призмы ABCA1B1C1 лежит равнобедренный
прямоугольный треугольник ABC с гипотенузой AB, равной  Высота призмы равна 6. Най‐
ди​те угол между пря​мы​ми AC1 и CB1.

Ре​ше​ние.
Достроим призму до прямоугольного параллелепипеда с основанием  и верхним
основанием  Прямая  параллельна прямой  поэтому искомый
угол  Из прямоугольного треугольника  находим:  Значит, 
тоже равно 8. Из прямоугольных треугольников  и  получаем: 

 а диагональ  квад​ра​та  равна  Из равнобед‐
рен​но​го тре​уголь​ни​ка  по​лу​ча​ем:
 

 
 
При​ме​ча​ние.

Для на​хож​де​ния угла можно вос​поль​зо​вать​ся ко​си​ну​сов:
 

 

 

Ответ:  или 
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5. За​да​ние 14 № 509092. В пирамиде DABC прямые, содержащие ребра DC и AB, перпенди‐
ку​ляр​ны.

а) Постройте сечение плоскостью, проходящей через точку E — середину ребра DB, и парал‐
лель​но DC и AB. До​ка​жи​те, что по​лу​чив​ше​е​ся се​че​ние яв​ля​ет​ся пря​мо​уголь​ни​ком.

б) Най​ди​те угол между диа​го​на​ля​ми этого пря​мо​уголь​ни​ка, если DC = 24, AB =10.
Ре​ше​ние.
а) Построим прямые  такие что:  тогда 

 ис​ко​мое се​че​ние па​рал​ле​ло​грамм  По​ка​жем, что  пря​мо​уголь​ник:
 

 
б)  и  — середина  тогда  — средняя линия треугольника  значит 

 ана​ло​гич​но  Так как  пря​мо​уголь​ник, по​лу​ча​ем:

 

 

Пусть пря​мая  пе​ре​се​ка​ет пря​мую  в точке  тогда: 

За​ме​тим, что  При​ме​ним тео​ре​му ко​си​ну​сов в тре​уголь​ни​ке 
 

 сле​до​ва​тель​но, 

 

Ответ: 
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6. За​да​ние 14 № 500408. Точка E — середина ребра CC1 куба ABCDA1B1C1D1. Найдите угол
между пря​мы​ми BE и B1D.

Ре​ше​ние.
Примем ребро куба за  Тогда  Проведём через точку  прямую, парал‐

лельную  Она пересекает продолжение ребра  в точке  причём 

Ис​ко​мый угол равен углу  (или смеж​но​му с ним).
В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 

 

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 
 

В тре​уголь​ни​ке  по тео​ре​ме ко​си​ну​сов
 

от​ку​да  а тогда 

Ответ: .

 
При​ме​ча​ние.

Ответ может быть пред​став​лен и в дру​гом виде:
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7. За​да​ние 14 № 500112. Точка  — середина ребра  куба . Найдите угол
между пря​мы​ми  и .

Ре​ше​ние.

При​мем ребро куба за еди​ни​цу. Тогда .

 
Прямая  параллельна прямой , значит, искомый угол равен углу 

.
 

Из пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка  с пря​мым углом  имеем:
 

,

тогда

 

Ответ также может быть пред​став​лен в сле​ду​ю​щем виде:  или 

 

Ответ: .
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8. За​да​ние 14 № 500213. На ребре  куба  отмечена точка  так, что 
 Най​ди​те угол между пря​мы​ми  и 

Ре​ше​ние.
При​мем ребро куба за . Тогда 

Поскольку , получаем:  и 

Проведем через точку  прямую, параллельную . Она пересе‐
кает ребро  в точке , причем треугольники  и 
равны. Ис​ко​мый угол равен углу  (или смеж​но​му с ним).

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 
 

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 
 

В тре​уголь​ни​ке 
 

от​ку​да
 

Тогда 

Ответ может быть пред​став​лен и в дру​гом виде:  или 

Ответ: 
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9. За​да​ние 14 № 500387. На ребре  куба  отмечена точка  так, что 
 Най​ди​те угол между пря​мы​ми  и 

Ре​ше​ние.
При​мем ребро куба за  Тогда 

По​сколь​ку  получаем:  и

Проведем через точку  прямую, параллельную  Она пересе‐
кает ребро  в точке  причем треугольники  и 
равны. Ис​ко​мый угол равен углу  (или смеж​но​му с ним).

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 
 

В пря​мо​уголь​ном тре​уголь​ни​ке  с пря​мым углом 
 

В тре​уголь​ни​ке 
 

от​ку​да
 

тогда 

Ответ может быть пред​став​лен и в дру​гом виде:  или 

Ответ: 
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10. За​да​ние 14 № 505387. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды SABC равно 6, а

ко​си​нус угла ASB при вершине боковой грани равен   Точка M — се​ре​ди​на ребра SC. Найдите

ко​си​нус угла между пря​мы​ми BM и SA.
Ре​ше​ние.

Пусть  — се​ре​ди​на  По​сколь​ку  по теореме о средней линии тре‐
угольника, угол  искомый. Найдём стороны треугольника  По тео‐

реме о средней линии треугольника  По теореме косинусов из

тре​уголь​ни​ка  по​лу​ча​ем:
 

 
Чтобы найти  найдём сна​ча​ла сто​ро​ну ос​но​ва​ния по тео​ре​ме ко​си​ну​сов из тре​уголь​ни​ка 

 

 
Те​перь  как высота в равностороннем треугольнике со стороной

8. Оста​лось вы​чис​лить ко​си​нус нуж​но​го угла:
 

 

Ответ: 
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11. За​да​ние 14 № 505408. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды SABC равно 10,

а косинус угла ASB при вершине боковой грани равен   Точка M — середина ребра SC. Най‐

ди​те ко​си​нус угла между пря​мы​ми BM и SA.
Ре​ше​ние.

Пусть  — се​ре​ди​на  По​сколь​ку  по теореме о средней линии тре‐
угольника, угол  искомый. Найдём стороны треугольника  По тео‐

реме о средней линии треугольника  По теореме косинусов из

тре​уголь​ни​ка  по​лу​ча​ем:
 

 
Чтобы найти  найдём сначала сторону основания по теореме косинусов

из тре​уголь​ни​ка 
 

 
Те​перь  как высота в равностороннем треугольнике со стороной 8. Осталось вычислить косинус нужного

угла:
 

 

Ответ: 

12. За​да​ние 14 № 484563. В правильном тетраэдре  найдите угол между высотой тетра‐
эд​ра  и ме​ди​а​ной  бо​ко​вой грани 

Ре​ше​ние.
Пусть и  — средняя линия треугольника . Тогда , значит, 

 и, следовательно, . Кроме того, 

Пусть длина ребра тет​ра​эд​ра равна  тогда имеем:

Ответ: 
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13. За​да​ние 14 № 484567. В пра​виль​ной ше​сти​уголь​ной пи​ра​ми​де SABCDEF сто​ро​ны ос​но​ва​‐
ния ко​то​рой равны 1, а бо​ко​вые ребра равны 2, най​ди​те угол между пря​мы​ми SB и CD.

Ре​ше​ние.
Вместо прямой CD рассмотрим параллельную ей прямую BE. Искомый угол равен углу

SBE. Треугольник SBE равносторонний, поскольку большая диагональ правильного шести‐

уголь​ни​ка вдвое боль​ше его сто​ро​ны: . Сле​до​ва​тель​но, .

Ответ: .

14. За​да​ние 14 № 484569. Длины всех ребер правильной четырехугольной пирамиды 
равны между собой. Найдите угол между прямыми  и  если отрезок  — высота данной
пи​ра​ми​ды, точка  — се​ре​ди​на ее бо​ко​во​го ребра 

Ре​ше​ние.
Пусть от​ре​зок  — сред​няя линия тре​уголь​ни​ка  па​рал​лель​ная его сто​ро​не  (см. ри​су​нок).
По​сколь​ку  — пра​виль​ная пи​ра​ми​да, точка  — центр квад​ра​та  Так как  и 

то  а, значит,  Прямые  и  параллельны, следовательно, угол между прямыми  и 
 равен углу между пря​мы​ми  и  то есть остро​му углу  пря​мо​уголь​но​го тре​уголь​ни​ка 

 

Примем длину ребра данной пирамиды за  тогда  и,

сле​до​ва​тель​но, 

Ответ: 
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